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Qammlung Qchubert 



umfasst alle Ijebiete der Mathematik in einheitlich 
angelegten, systematisch sich entwickehiden Einzel- 
darstellungen, welche streng wissenschaftliche Girund- 
lage mit leichtfasslicher Ausdrucksweise verbinden. 
Die einzelnen Lehrbücher sind somit nicht nur für 
den Mathematiker von Interesse, der in Fächern, 
die nicht zu seiner Spezialität gehören, sich unter- 
richten oder auch nur nachschlagen w^ill, sondern 
eignen sich auch ganz besonders tür das Studium, 
behufs Einführung in das betreffende Gebiet. Dabei 
wird den Anforderungen der Praktiker, der Tech- 
niker wie Naturwissenschaftler, in w^eitestem Masse 
Rechnung getragen. 



Ausführliche Prospekte durch jede Buch nillu g odtr direkt von 
der G. J. Gbsclien'sohen Verlagsha diu g Le pzig. 
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Sammlung Schubert XXV 

Analytische 

Geometrie des Raumes 

II. Teil: 

Die Flächen zweiten Grades 
Dr. Max Simon 



Leipzig 

G. J. Göschensche Verlagshaiidlunji 
igoi 
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I. Abscknitt. 

Die Flächen zweiten Grades und zweiter 
Klasse in allgemeiner Behandlung. 

§ 1. Die homogene Gleichung zweiten Grades 
mit vier Variabein. 

Die Gleichung der Kngel ist sowohl in Punkt- als iu 
Ebenen- (als in Linien-) koordinaten quadratisch ; die Kagel 
gehört daher zu den Flächen zweiten Grades und zweiter 
Klasse. Wir erinnern an die Erklärung in S. S. VIII § 26, 
wonach eine Fläche n. Grades, eine F° nach Reye, von 
jeder Graden iu n Punkten geschnitten wird, also durch 
eine Gleichung n. Dimension in Punktkoordinaten darge- 
stellt wird, während eine Fläche n. Klasse, y» nach Keye, 
in Ebenenkoordinaten Ton n. Dimension ist und daher durch 
jede Gerade n Ebenen der q)' gehen. 

Die allgemeinste Form einer Gleichung zweiten Grades 
oder besser zweiter Dimension in drei Variabein ist (vgl. 
S. S. VIII S. 116 etc.). 

1) a^^ r«-[- 2aigr 8 -|- 2 a^g rt -|- 2ai4 r -|- a^^ s" + 2 a^.,, st 

-|-2a^^ s + a^jt^ + ^ag, t4^a„="0. 

Wir machen die Gleichung homogen dm-eh Einführung 

«iner Hilfsyariabel, indem wir setzen : r gleich s^ : s^ ; 

8 gleich Sj-. a^; t gleich s^ts^ und die Gleichung 1) mit 

s| moltiplizieren ; sie nimmt dann die beqceme Form an; 

2) SaiiSi8k = 0, 

wo ait = ai,i und die Indices i und k der Reihe nach dia 
Zahlen 1 bis 4 durchlaufen. Die linke Seite von 2) heifst 
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2 I. Die Flächen zweiten Grades in allgemeiner Bebaiitlliwg. 

homogene Form zweiten Grades von vier Variabein, 
und werde mit U^ bezw. G- bezeiehnet. Falls die Variabein 
r, s, t Punktkoordinaten vertreten, so schreiben wir dafUr 
X, y, z, wie sonst, und setzen s^ gleich Xj ete, wird dann. 
x^ gleich 1 gesetzt, so ist s^ == x, s^ = y, x^ ^= z. Stellen 
r, B, t Ebenenkoordinaten dar, so schreiben wir für sie 
B, V, w, wenn es sieh um Aehsenkoordinaten handelt; die 
allgemeinen Ebenenkoordinaten sind homogen und werden 
dadurch gekennzeichnet, dafs wir für s das Zeichen g setzen.. 
Ist dann (p {Oj a^ a^) ^ 1, so sind die a die Koordinaten der 
Hesseschen (bezw, Göpelschen) Normalform, 

Werden durch die s Punkte bestimmt, so ist G^ ^^ 
die allgemeine Gleichung der Flächen zweiten Grades, der 
F* ; bestimmen uns die s Ebenen, so ist G^ ^ die allge- 
meine Gleichung der Flächen zweiter Klasse, der^)^; lassen 
wir die Bedeutung der s unbestimmt, so sagen wir : G- ^ 
stelle ein Gebilde zweiter Ordnung G* dar. Ein Wert- 
system der 8 ist { einem Element des Gebildes G^, sobald 
es die Gleichung 2) erfüllt, das Wertsystem 0, 0, 0, 
sehliefsen wir dadurch aus. 

Aufgabe 1. Durch wie viel seiner Elemente 
ist ein Gebilde zweiter Ordnung bestimmt? 

Die Form 2) enthält zehn Konstanten, da aber die 
Valenz der Gleichung 2) durch Division mit einer Konstanten 
sich nicht ändert, nnd nicht alle a, ja sogar nicht einmal 
alle Koeffizienten a^,, a,2, a,^, a^j, a^g, a^g, zugleich ver- 
schwinden dürfen, so können wir durch einen von ihnen 
z. B. a^i dividieren, und die Form 2) hängt also nur von 
den 9 Quotienten ab, welche linear darin eingehen. Also: 
Ein Gebilde G^ ist durch 9 seiner Elemente 
im allgemeinen bestimmt. 

Aufgabe 2 Wann ist G^ durch 9 seiner Elemente 
nicht bestimnt? 

& nd zmichst acht Elen ente gef^ehen so 1 ann lis 
neunte beliebig gewählt erden nd es a 6ht mzalil ^ v ele 
G^, welche n a ht Ele nenten llbere nstm men Min erhalt 
dann zur Ee t ntnun^ 1 r ne n <i nt eutei acht 1 neaie 
GleJehunpen und 1 ann dann acht von hnen d uch len 
neunte auslr cken \ehn e vir in 6=! wire lu h i 
dividiert illeehe di i i tl ol en 
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§ 1. Die homogene Gleicliiiiig zweiten Grades mit vier Vaviabeln. 3 

sieh z. B. die acht ersten Quotienten durch den letzten b^^ 
ausdrtteken. Es wird bLi: = Si^-f S'ik.b^^, wo die S ganz 
bestimmte Funktionen der acht gegebenen Elemente oder 
Wertsysteme s, also ganz bestimmte Zahlen sind. Wir 
erhalten also: G^ (a) [ G^ (bü) ! G^ (Siv) + b,^ G^ (S'n), 
oder kürzer, wenn Sii, = cit nnd S'js ~ dik gesetzt wird : 

G= (a)] G* (e) + b^, G^ (d) 1 G* (e) + l G^ (d), 
wo X oder b^^ ein Parameter ist. 

Es sind aber G^ (e) — und G^(d} — die Gleichungen 
zweier Gebilde C und D, welche die acht gegebenen 
Elemente gemeinsam haben; da die Gleichungen G^(c, 8<'ij 
+ ;iG*(d, 8<^>):=z:0 fttr jeden Wert des 1 erfüllt sind, so 
mufs G»(o, 8W) = und GVd8W) = sein. G*(c,b) = 
and G* (d, b) = haben aber eine einfache unendliche 
Menge von Lösimgen gemein, die wir als das Schnitt- 
gebilde von G nnd D bezeichnen. Für jedes Element 
des Schnitts wird aber auch G (a) =; 0, also stellt G (a) =^ 
ein Gebilde dar, das den Schnitt von G^(e) nnd G'(d) ent- 
hält bezw. durch den Schnitt beider Flächen hindurchgeht, 
also: 

Soll das Gebilde G** durch neun seiner 
Elemente bestimmt werden, so dürfen die nenn 
Elemente nicht auf dem Schnitte zweier Ge- 
bilde zweiten Grades liegen. 

ZweiGebilde, zweiten Grades, welche acht 
Elemente gemeinsam haben, haben unzählig 
viele andere, die des Schnittes gemeinsam. 

Zur Abkürzung bezeichnen wir fortab das Gebilde 
zweiter Ordnung oder zweiten Grades als „Quadrik", 

Aufgabe 3, Die Quadriks, welche durch sieben ge- 
gebene Elemente gehen. 

Sind sieben von den Elementen eines Quadriks gegeben, 
so kann man die neun Quotienten durch zwei von ihnen 
ausdrücken, und erhält wie in der Aufgabe 2 
G^ (a) j G^ (b) + Ä G, (c) + fi G* (d) 
l und fi sind Parameter; zu G^ (a) gehören alle Elemente, für 
welche gleichzeitig G^ (b) (oder B) ^ 0; C =^ 0, D ^ sind. 
Dies sind zunächst die sieben gegebenen, wie man am 
einfachsten sieht, wenn man l und /( =e setzt, dann X^^Oy 

r* 
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4 I. Die Flaohoa zweiten Gi'ades in allgemeiner Bekaudlmig. 

dann ^ = 0; aber aufserdem haben die drei Flächen noch 
ein achtes Element gemein, das im allg^emeinen von den 
sieben verschieden ist, da, wie die Algebra lehrt, drei 
Gtleichungea, zweiten Grades im allgemeinen acht gemein- 
same Lösnagen besitzen. Also : 

Zwei Quadriks, welche sieben Elemente gemein- 
sam haben, haben anch noch ein achtes, durch die 
sieben ersten bestimmtes Element gemeinsam. 

Die Quadriks, weiche acht Elemente gemeinsam haben, 
bilden generaliter eine Schar oder Reihe, aufser wenn 
diese acht Elemente drei Quadriks gemein sind, welche nicht 
zur selben Schar gehören. 

Es kann vorkommen, dafa die Form des einen trrund- 
qnadriks einer Schar ein Produkt zweier Faktoren ersten 
Grades ist; so dafa G(a) = G*(e) -j-iLH.Kj ^ 0, die Schar 
darstellt, wo H^ =: 0, K^ ^ je nachdem eine Ebeue oder 
einen Punkt bedeuten, wir beweisen als 

Aufgabe 4. Zwei Quadriks, deren Schnitt 
einem Gebilde ersten Grades angehört, besitzen 
noch einen zweiten Schnitt, der einem zweiten 
Gebilde ersten Grades angehfirt. 

Ist 6, (a) ^ G^b) + ^ H, K, = 0, 

so gehören zu G* (a) die Elemente, welche den Gebilden 
G^ (b) ^0, Hj ^^ geraeinsam sind, und die, welche 
G*(b)^0 und IL^^ gemeinsam sind. Umgekehrt ist 
klar, dafs, wenn die G(a) = und G(b) = gemeinsamen 
Elemente einem Gebilde erster Ordnui^ Hj ^^ angehören 
(ja (a) — fiG^ (b) = H, Kj sein mufs. 

Die beiden Schnitte ersten Grades und damit die beiden 
Gebilde H^ und K^ können zusammenfallen, so dafs G''(a) 
— G-i (b), -i- it Hl ist. Dann zählt man diesen Schnitt doppelt, 
und sagt, dafs G* (a.) und G'(b) sich in deren Schnitt H^ ~ 
berühren. 

Ist G^ eine F', so ist H^ — eine Ebene e, der Schnitt 
ist, wie man erkennt, wenn man eine Koordinatenebene 
parallel der Ebene s annhnint, ein Kegelschnitt, eine Kurve 
zweiten Grades C*. Ist G* eine f^, so ist H; — die 
Gleichung eines Punktes P, das SehnittgebUde H^ = 0, be- 
steht aus der Gesamtheit aller Ebenen der fp\ welche durch 
den Punkt P gehen und die 'p- berühren, ■sie bilden den 
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§ 1. Die homogene C e n zwe ten C aile mit -vier Vaiiabela. 5 

Tangentenkcgel ^cm P in die /■ ilso spaltet sieh der 
eben bewiesene Satz m die &it?e 

ZweiF^, welche einen kegtlschnitt gemein- 
sam haben, haben noch einen zweiten Kegel- 
schnitt gemein. 

Zwei ip^, welche einen Tangentenkegel ge- 
meinsam haben, haben noch einen «weiten 
Tangentenkegel gemeinsam. 

Aufgabe 5, Es soll dieser Satz für die KHgel 
mittels der eben entwickelten Methode bewiesen werden. 

Ein Kreiskege! ist, weil er von keiner Geraden, die 
nicht ganz auf dem Kegel liegt, in mehr als zwei Piiiikten 
geeehnitten werden kann, eine F^. Es sei die Spitze des 
Kegels der Anfangspunkt, als z- Ebene diene die Parallele 
zur Ebene des Kreises. Wir definieren den Kegel als 
Gesamtheit aller Geraden, welche die Spitze mit den Punkten 
des Grnndkreises verbinden. Wir haben dann 

xii yt d' 

wo d der Abstand des Grnndkreises von der Spitze. Der 
Grnndkreis ist Schnitt der Kagel K = {X' — a)^-i-(y — b)^ 
-|- (z — c)^— r^ = nnd der Ebene z = d. Somit haben 
wir fUr den Kegel Ke. 

2) Ke=^(dx — az)"-f {dy — bz)^ + {dz — ez)* 

— r^2^ = 0, 

womit auch rechnerisch bewiesen, dafs der Kegel eine F''. 

Die Formel (a -]- b) (a — ■ b) =^ a^ — b^ zeigt ohne 
Rechnung, dafa jedes der vier Glieder der Differenz Ke—d^K 
den Faktor (d — z) hat, also ist 

Ke — K = (d— K)H^(x, y, z). 

Aufgabe 6. Die Rechnung für schiefwinklige Koor- 
dinaten durchzuführen. 

Der Schnitt zweier Quadriks wird von einem Gebilde 
ersten Grades Hj, das nicht ganz zu ihm gehört, in vier 
Elementen geschnitten. Sind die Quadriks F*'s, so ist H^ 
eine Ebene, sind sie (p^'s, so ist H, ein Punkt. Im ersten 
Fall ist der Schnitt als kontinuierliche Folge von Punkten 
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eine Raumkurve, im andern Falle eine einlach unend- 
liche koutinuJerliclie Folge von Ebenen, welche eine Regel- 
fläehe umhüllen; vgl. Aufgabe 11, S. S VUI 

Von der Raumkurve liegen nicht mehr als vier Punkte 
auf einer Ebene, von der Regelfläche gehen nieht mehr als 
vier (Tangential-) Ebenen durch einen Punkt. Zwei F^'s 
achneiden sieh also geueraliter in einer Kaumkurve 
vierten Grades, zwei y* in einer Regelfläche vierten 
Grades. 

Aufgabe 7. Der Schnitt eines G^ und eines 
Gebildes ersten Grades H^ ist ein Kegelschnitt. 

1} Macht man EL zur neuen y- Ebene, so wird durch 
die Transformation der Grad von G^ nicht geändert, und 
indem man y ^ setzt, erhält man fllr das Sehnittgebiide 
eine Gleichung zweiten Grades in x und z; 

2) H^ . K^ ist ein Quadrik G', man kann die Unbe- 
stimmtheit der Konstanten in K^ benutzen, so dafs G — G' 
^ T (y, z) wild, T (y, z) stellt einen Cylinder dar, dessen 
Grundkurve in der x-Ehene ein Kegelschnitt, und dessen 
Kante der x-Aehse parallel ist, der Schnitt desselben mit 
H, ist zugleich der Schnitt von Hj mit G und kann von 
keiner Geraden aufser ihm in mehr als drei Punkten ge- 
troffen werden. 

Aufgabe 8. Der Ort der Durchschnitte der 
entsprechenden Elemente zweier gleichartigen pro- 
jektiven EbenenbUschel oder Punktreihen ist ein 
Quadrik. 

Vgl. S. S. VUI S. 58, Aufgabe 19. . 
Aufgabe 9. Bewegt sieh eine staii-e Gerade, so 
dafa drei ihrer Punkte anf den drei Seiten einer körper- 
lichen Ecke bleiben, so bewegt sieh ein beliebiger vierter 
Punkt der Geraden auf einem Quadrik. Die gebundenen 
Punkte seien Pi, der mobile M, die starren Abstände di, die 
ßichtungskoordinaten a, b, c ; dann ist xi ^ x -|- dt a etc. 
Die Gleichung der Ebene an die Fi gebunden ist, sei 
Pi = Ui I 4" 'i *J ~h ^i ^ — 1^0, dann haben wir 
nidia + Vi,dib-|-WidiC-|-Pi = 0, folglich a, b, e, lineare 
Funktionen von x, y, z; und da zwischen a, b, c, die be- 
kannte Relation (p (a, b, c) ==; 1 besteht, so erhalten wir als 
Ortsgleiehung von M eine Gleichung zweiten Grades. 
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Aufgabe 10. Wenn vier Punkte einer starren Geraden 
anf den Seitenflächen eines Tetraeders bleiben, so beschreibt 
ein fünfter Punkt einen Kegelschnitt. 

Wir haben diesmal die vier Gleichungen eraten Grades 
Ui di a -j- Vi dt b 4- wi di e -|- Pi ^ 0, aus denen sich durch 
Elimination eine Gleichung ersten Grades in den P und da- 
mit in X, y, z, d. h. also eine Ebene ergiebt. Der Punkt M 
hleibt also in einer Ebene uud da er nach Aufgabe 9 
sich anch auf einem Quadrik bewegt, so besehreibt er nach 
Aufgabe 7 einen Kegelschnitt, 

Aufgabe 11. Eine Gerade bewegt sich längs zweier 
Geraden I und g im Räume, und so, dafs sie einer Ebene s 
beständig parallel bleibt, welche Fläche erzeugt sie? 

Die Gerade g sei y-Aehse; die Ebene e sei y-Ebene, 
g hat dann die Linienkoordinaten 0,1,0; 0,0,0; 1 ist 
{ a, Ä; die bewegliehe m sei | u, U; dann ist nach § 12 Teil 1 

V =^ 0, weil m die Achse g sehneidet, v ^= weil m auf der 
y-Ebene senkrecht steht; U=^yw; W = ^yii; also, weil 

V ^ 0, zu^xw, und weil m die Gerade g scbneidet 

u(A-ye) + w(C + ya) = 0, 
also : 

T) z(C + ya) + x(Ä-yc) = 0. 

Die Flälche ist also ein Qnadrik. Die Gleichung ver- 
einfacht sich erheblich, wenn die yz -Ebene paralicl I und 
X-Achse die Gerade, welche die Schnitte von 1 und g mit z 
verbindet, dann wü-d a^O, A^O und man erhält als 



II) X y e — z x^ b :^= 0, 

welche Gleichung ein hyperbolisches Paraboloid (s, dort) 
■darstellt. 

Aufgabe 12. Eine Gerade bewegt sich so, dafs sie 
drei Geraden im Raum, deren Richtungen Einer Ebene an- 
gehören, beständig schneidet. 

Die Geraden seien g, h, k; g werde x- Achse, die 
Ebene durch g || e sei y-Ebene, der gemeinsame Abstand von 
g und h die y - Achse und die Parallele durch den Fufs- 
punkt KU h in der y-Ebene sei die z-Achse. Dann ist 
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g { 1, 0, 0, 0, 0, 0; h { 0, 0, 1, d, 0, 0; k { a, 0, e, A, B, C. Die 
bewegliche m sei wieder {\i,U. Dann ist 
1) ü = 0; 2) w + uh = 0; 3) Wc + iiÄ + vB + wC= 
wieder au Folge § 12 Teil 1. Dieaellie Methode wie in. 
Aufgabe 11 giebt, da — cy^'x -|- cy*x^ ü, den Qnadrik 

By3-|-xy(A — ch) + Czy— Bdy — Cdz=-0, 
der sieh wieder als hyperbolisches Paraboloid erweisen wird- 
Aufgabe 13. Die Fläche, erzeugt von einer beweg- 
lichen Geraden, welche beständig drei sich kreuzende feste 
Geraden ( ' 



^ _-'.,=-. 




rtg. 1. 

Wir wählen die Koordinaten wie in der vorigen Auf- 
gabe, die y- Ebene enthält aber diesmal den Kichtungs- 
punkt von K nicht. Es ändert sich nur Gleichung 3 
der Aufgabe 12, welche den Zuwachs bV erhält. 

Man erhält 
(A-yc + bz)xy-(h-y)[y(B + ex)+z(C-xb)] 
und da sieh die Glieder dritter Dimension aufheben, ist das 
Reaultat der Quadrik: 

y''B + xy(A~dc) + yzC + dbx— dBy — dCz = 
ein Einsehaliges Hyperboloid (s. d}, das in das vorige 
Paraboloid übergeht, wenn b =^ ist. 

Aufgabe 14. In Fig. 1 sind DC || zur x-Aehse, 
AB II zur y-Achse; durcli eiueu Punkt P in der z-Ebene- 
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sind Parallelebenen zur x- und zur y-Ebene gelegt, welche 
die betreffenden Geraden in C und B schneiden. Wenn sieh 
P in der z- Ebene auf einer Geraden g bewegt, welche 
Fläche erzeugt BC{m? 

Es sei gl ux + vy— 1 = 0; Pjo, b, 0; C |eOd; 

B { b a; u, v, a und d sind Konstanten. B C | ~ 

— b d — a ' {z — d)' z — d 

rnid 

ux (d — a) (z — d) + V y (a — d) {z — a) — (z— a) (z — d) = 
die gesuchte Gleichung, Die Fläche ist also ein Quadrilt 
(hyperbolisches Paraboloid). 

Aufgabe 15. Gegeben sind drei konzentrische Kugeln 
um den Ursprung; A, B, C drei entsprechende Punkte auf 
demselben Centralstrahl; Ort des Punktes P, in dem sich die 
Parallelebeuen zu den Koordinatenebenen je durch A, B, C 
schneiden? 

A ls„ ya, Z-; B 1 xi,, yt, z,,; C 1 x„, y„ z»; 
P I s., jb, z„; ( xyz; jk = y» --; z„ -- z„ - ; 

.Mx.y„zO-aMo^(-^,f |-)~1 

also ein Quadrit (Ellipsoid s. d.). 

Aufgabe 16. Ort des Punktes, dessen Abstände r^ 
und Ig von zwei festen Punkten ¥^ nnd F^ der Gleichung 
I ^1 i 'a I =^ I ''J geniigen. Um die Ortsgleiehung möglichst 
einfach zu erhalten, bestimmen wir dies Aehsensystem reeht- 
wmklig und symmetrisch und machen F^ F^ selbst zur 
X-Achse, MFg — -f^) ^^ ^'^ ^^^ ^^^^^ ^'^ ^i^a '^*- 

Man erhält dann 



4 c* (y^ + ■/.") + 4 x^ (e^ — 4 a*) ^ c* (c^ 


— 4 a«) 


setzt man c^ — 4a*— 4b^ und c~2p, so 


erhalten wir 


— ^ -|- 7^ — = 1, also einen Quadrik. 





p 

Man sieht, die Schnitte parallel zur x-Ebene sind Kreise, 
deren Centren auf der x - Achse liegen. Für einen Schnitt 
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durch die x- Achse haben wir nach Teil 1 § 18 Auf- 
gabe 9: s = X] y = t sin i, a ^ t eos i, also sind alle 
Schnitte kongruent und gleich dem centralen Kegel- 

dnrch Umdrehung dieses Kegelschnitts um die x- Achse, sie 
ist eine ßotationsüäche. Dafs das Zeichen + ohne Einflufs, 
haben wir schon bei der Kugelellipse Teil 1 S. 97 ge- 
sehen, doch ist zu bemerken, wenn das -(--Zeichen gilt, so 
mufs c ^ 2 a sein, wenn das — Zeichen gilt, mofs c ^ 2 a 
sein rmd dann ist b^ negativ und gleich — ß^; im ersteren 
Falle ist der erz engende Kegelschnitt eine Ellipse, im 
anderen eine Hyperbel; die erzengte Fläche im ersten Falle 
ein Eotations-Ellipsoid, im zweiten Falle ein Eotationa- 
Hyperboloid mit zwei Schalen (s. d.) 

Aufgabe 17. Ort der Punkte, deren Abstände von 
einer festen Ebene t und einem festen Punkt F ein konstantes 
Verhältnis haben. 

Man sieht a priori, dafs das Resultat die durch Rotation 
eines Kegelschnitts erzeugte Fläche ist, es ist nur zu zeigen, 
dafs sie vom zweiten Grade ist. 

Wählen wir das Lot von F auf die Ebene F(p, zur 
X- Achse, F(]p gleich 2 p, und den Punkt zwischen F und rp, 
der zum Ort gehört, zum Ursprung, so erhalten wir 

Ist e^l, so ist j--|-z^ = 4px, die Gleichung des 
Rotati onsparaboloids; die rotierende Kurve beifst Meridian- 
kurve. 

Aufgabe 17a. Welche Fläche wh-d durch ßotation 
einer Parabel um ihre Seheiteltangente hervorgebracht? 

Da die Fläche sowohl durch Rotation der Parabel y^ 
^ 2 p £ als y* =^ — 2 p C hervorgebracht wird, ist ihre 
Meridiankurve y* = 4p^t*, und die Fläche selbst y* = 4p* 

(i=+z«). 

Aufgabe 18. Gegeben eine feste Ebene t, eine feste 
Kugel M, und ein Punkt S. Man zieht durch S eine Gerade, 
welche s in E, Kugel M in P schneidet, zieht P M und E M 
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und dureli S zu PM die Parallele, welche RM in Q trifft, 
Ort von Q. 

Fig. 2. als, 0, 0; M(0, b, 0; 1 (x — p = 0; 

K{p,q,t; KM{| = i=^ = i, Q | x, y, j. 

IstP|s + lp; 0+iq; O+it, 1 + ;., so ist {vgl. 
Teil 1 S. 124) i bestimmt dnreh 

o) i'rp' + h — bl» + t» — r'l 

4-2) (sp~b(q~bl — r"l + s ^b r = 0. 




Aber infolge dus raiallelismub ^oii PS! und SQ ist 



-i = - =. 



I erhalten wir aus a) 



x' (p^ — r=) + p' (y- H' z^) ~ 2 X p (s p — r'-) -\- p- (s- — r-) 
p- — r^ 

Der Ott ist, je nachdem die Kugel M die Ebene 
« sebneidet, oder nicht schneidet ein Eotations- 
Hyperboloid oder -Eilipsoid, weiches konstant 



oder wenn wir x^^-\- ft setKen, wo fi = 

i3)r(p=-i') + (y= + »')iJ' 



-=0. 
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bleibt, wenn das Kugeleentrnm sieh aaf MO be- 
wegt; man vgl. S. S. Vm S. 229 den Satz über die 
B 08 eovieh -Ellipse, 

Aufgabe 19. Von einem Punkte A aufaerhalb einer 
Kugel zieht man den Durchmesser ABC und durch A eine 
beliebige Sekante ADE. Man verbindet C mit einem der 
Schnittpunkte z. B. mit D nnd macht CDF gleich ÄE, so 
ist der Ort der Punkte F eine F-. 

Es ergiebt sich wie S. S. VIII 8. 228 Aufgabe 7 das 

£2 yS _[_ 1(2 

Rotations - EUipsoid - — -. — ^ -\- y — !-^f ™ 1- 

^ [a + r)= ^ (a — r)= 

Aufgabe 20. Ein Punkt bewegt sieh so, dafs seine 
Entfernung von einem festen Punkt mittlere Proportionale 
zu seinen Abständen von zwei festen Ebenen ist. 

Der Quadrik: (p (x^ a, . } = («^ x -f- /f^ y -|- /^ z — ■ 1) 
(«,x + ...) 

Aufgabe 21. Es sind drei 
Punkte A, B, C gegeben; ein Punkt? 
bewegt sich so, date PA^-|-PC* 
= PB= ist. 

,p(x,Ä) + 9.(x,C) = 05(x,B). 

Man wähle die vierte Ecke des 

aus AB C bestimmten Parallelo- 

grams, welche B gegenüberliegt, 

i 0. 

Aufgabe 22. Ein Kreis be- 
wegt sich so, dafs seine Ebene 
ihre Stellung nicht ändert , der 
Mittelpunkt auf einer Geraden 
bleibt und die Differenz der 
Quadrate der Eadien proportional 
ist der Differenz der Quadrate der 
Abstäinde der bewegliehen Ebene von der Anfangslage. 

^ig:- 3. (x _ y ^tg <pY J^z^^Q^-f cS 
wo y der Abstand, p der Radius des Anfangakreises. Wenn 
Q gleich 0, so wird die Fläche zum Kegel, da wenn x, y, z 
eine Lösung auch ix, J.y, Xz eine Lösung. Was wird aus 
der Fläche, wenn c = 0? 

Aufgabe 23. Ein Kreis bewegt sich wie in Aufgabe 22, 
der Radius ist dem Weg des Centrums proportional. 
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Aufgabe 24. Duroli die Endpunkte des Durchmessers 
eines Kreises sind Ebenen parallel zu zwei festen Ebenen 
gele^, Ort der Durchschnittageraden? 

Ist P i ß X -|- (? y -j~ y z ^ die eine , P' | «' s etc. die 
andere Ebene, ist r der Eadius des Kreises, <fi der Winkel 
des Durchmessers mit einer Anfangslage, das Koordinaten- 
system rechtwinklig, so ist 

ß r cos tp-\- ßt sin (jo = « X + /? y -|- y K ^ P; 
a' r cos ip -|- ß' V sin (p = — 7' 
also ist der gesuchte Ort der Quadrik; 

r^<xß'~ßar = [?ß'^I^'ß)'^{Pa'-^ray-. 
Aufgabe 25. Ort der Punkte, deren Abstände von 
zwei festen Geraden ein festes Verhältnfe haben, 

Wh- haben für den Abstand des Panktea von der 
Geraden vgl. Aufgabe 12 % 12 Teil 1 

(f, (u, V, w) =- d^ = F (St, SB, 6) 
wo F eine homogene Funktion zweiten Grades, % S, fö 
linear in den Koordinaten des Punktes, also ist der Ort ein 
Quadrik 

F(?[) = KF(?l,). 

Ist das Koordinatensystem passend gewählt, d. h. recht- 
winklig und möglichst symmetrisch und smd die Geraden 
auf einander senkrecht, so erhitlt man, wenn K = 1 ist. 

x2_z3^2dy = 
ein Hyperbolisches Paraboloid (s. dort), 

Aufgabe 26. Eine Ebene bewegt sich so, dafs sie 
zwei feste Richtungen unter Winkeln schneidet, die sich ku 
einem Rechten ergänzen. 

Nach § 13 Teil 1 haben wü-, wenn die bewegliche Ebene 
i u, V, w, und die Riehtungen \ a bezw. a' 

(ua-|-vb-|- wc)^-l-(aa'-|-vb' + w c')- — F (ii, v, w) 
also eine f"^ (eine uneigentiiche, s. d.). 

Aufgabe 27. Ein Punkt bewegt sieh so, dafs er von 
emer festen Geraden imd einer festen Ebene Abstände hat, 
die ein konstantes Verhältnis haben. 

Die Ebene «| ox + /^y + ^2 — n= 0, die Gerade a,Ä. 
Die Ortsgleichung F (31 SS (5) = K (« x 1- ,iy + y z — n)^ 
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Schneidet g die Ebene in 0, wird die Projektion von 
g zur y-Achse gewählt, die Ehcre zur x-Ebene und das 
System rechtwinklig, so ist a^^sini, b :^ cos i, e ^ 0, 
A ::= B ^ C = 0, und somit, wenn K ^ 1: 

z^ — sin^ i(x* — y*-f-2xy cos i)=^ 0, 

Dreht man das Koordinatensystem in der z- Ebene um 
90 ^, so erhält man z^ -|- 2 sin i ^ »; ^ als Gleichung 

eines hyperbolischen Paraboloids. 

Aufgabe 27a. Wie 27, und g parallel e, 
Aufgabe 28. Ort der Punkte, deren Abstände von 
einer festen Geraden g und eben festen Punkt P propor- 
tional sind 

F(2(,S, 6) = K9)[x — Xp). 
Ist K=l, das Koordinatensystem rechtwinklig, g die 
y-Aehse, das von P gefällte Lot die x-Achse, so ist a^^^^O, 
b=l, c = 0, A^B = C^O, Xp = d, yp=^0, Zp :i:z= 
und man erhält, da ^1= k' — A. eto. 

z^-f x^-K({x-d)^ + y^ + 7,^). 
Ist K = 1, so ergiebt sieh, wie a priori klar, der 
parabolische gerade Cylmder 

y* = 2dx— dl 
Aufgabe 29. Eine Ebene bewegt Mth bo, daii die 
Summen der Quadrate ihrer Abstände von testen Punkten, 
respektive mit beliebigen Konstanten m^ bis m„ multipliziert, 
unverändert bleibt. 

Smv (u Xi; -|- V yu + wzn)'*=: c F («, \, w) 
Aufgabe 30. Ein Punkt bewegt sich so, dafs die 
Summe der Quadrate seiner Abstände von n festen Ebenen, 
respektive mit beliebigen Koni^tanten multijili/iert, unver- 
ändert bleibt. 



§ 2. Polare und Determinante der Form G. 

Es sei die Gleichung des Gebildes 6 gegeben in der Form 
G = 2a;kSiSi:= aj^ Si -|- 2a,2 s^ Sg 
+ 2a,g Sj s. 4-2!L,i B^s^ + .. = 0, 
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d. h, also ait^akii ein Wertsystem der s für welches die 
Form G den Inhalt annimmt, heifse wieder ein Element 
des Gebildes, jedes Werteystem der s heifse ein Element 
des Gebiete G, es werde kurz mit s bezeichnet, ond soll 
es hervorgehoben werden, so setzen wir G (s) statt G. 

Wir haben schon wiederholt gezeigt, dafs für jede 
quadratische, homogene Form beliebig vieler Vaiiabeln der 
Satz gilt. 

2a) 6 (s + s') - G(s) + 2 2s,' G,' (s,) + G (s') 
wo 

3) Gl' (e) = ffi ^ aii Si -|- »la s^ -|- »ls 83 + au s^ 
2 Gl' (8) bezw. 2«! beifst die Ableitung von 6(8) nach Si. 
Da 6' (si) eine homogene Form ersten Grades, eo ist 
G,- (S' + S" + 8- +...) = &! (S-) + e, (8") + 9, (8-) + . . . 
und daraus wieder 
G (s' + s" -L s'" + ...)=■- G [s') + G (s") + G (S-) + . . . 

+ 2 2 Si' ffi" -1- 2 1; Si' ffi'" + 

2 S Si" ar + 2 i:si" Sil' 4- . . . 2 2 Si'" ff;" + . . . 
eine Formel von der wir z. B. § 12 Aufgabe 12 S. S. YIII 
Gebrauch gemacht haben. Die Form I^Si' Gj' (s) = -Si' ffi, 
sowie jede ihr äquivalente heifst die Polarform des Pol- 
(element)s s' für die Form G. Sieht man darin s' als 
gegeben, s als variabel an, so ist i^Si' G;' (s) ^=: ein 
Gebilde erster Ordnung und heifst die Polare des 
Pols s' filr das Grundgebilde G = 0. 

Da G(8 + s') = G(8'-|-s) ist, so ist 

4) 2s,'(Ti-=SSiffi'^P(s8') 

d. h. S Si' a-, ändert sich nicht, wenn man s' und s vertauscht, 
d. h. wir haben den Hauptsatz 

Gehört das Element s zur Polare des Pols s', so 
gehört das Element s' zur Polare des Pols s. 

Aufgabe 1. Die Polare des Nullpunkts, wenn die 
s Punkte bedeuten. Die Ebene 

"i ^= ^41 S| + »42 Sj -\- a^g S3 -\- a^4 Sj =^ £ a^i Si = 0. 

Aufgabe 2. Die Polare der unendlich fernen Ebene, 
wenn die s Ebenen bedeuten. 

Der Punkt a^j^ r a^^; a^g : a^^; a.^.. : a^^. 
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Aufgabe 3. Liegen Pol und Polare in einander, 
so gehört der Pol zum Gebilde G und umgekehrt. 
Es ist 

5) Sa'i(j'i = G{s'). 

Bestimmen die Variabein Punkte, so ist die Polare 
eine Ebene, ist das Poleiement s' eine Ebene, so ist die 
Polare ein Punkt, in beiden Fällen sind die Koordinaten 
a-i, also 

Pol und Polare sind stets von entgegenge- 
setzter (reziproker) Beschaffenheit. 

An diesem Dualismus ist das Prinzip der Dualität von 
Poneelet gefunden und mau kann diese Beziehung benutzen 
nm jedem Punkt eine Ebene, bezw. jeder Ebene einen 
Punkt zuzuordnen, duroli das System der vier homogenen 
linearen Gleichungen. 

6) a^^ Sj -f- a^2 Sj -|- a^^ s. -\- a^^ 8^ = ffj 

^21 ^ + ^23 % + ^23 Sg -|- a^i 8^ = (Tg 

a^i Sj -|- a^a Sj -j- a^a s^ -\- a^, s^ = a^ 
wo Si-k = a^i ist. 

Dies System gestattet im allgemeinen die s umgekehrt 
durch die er auszudrlieken und man erhält. 

7} SiA = XK.i(7i^, 

wo A die Determinante | a^^ a^g ag^ a^i | und «n, der 
Koeffizient von a^^ in A ist, die erste Unterdeterminante vgl, 
Pund (S. S. VI). Nur wenn A ^ ist, ist die Umkehrung 
der Beziehung zwischen den s und a nicht gestattet, dies 
kann nat eintreten, wenn die 4 ff nicht von einander unab- 
hängig sind, sondern durch drei von ihnen die vierte Gröfse 
bestimmt ist, die Gleichungen 6) also unvereinbar sind, sobald 
dem vierten ff ein von diesem bestimmten abweichender Wert 
vorgesehrieben ist. Aus der Gleichung 7) sehen wir, dafs 
wenn A ^ und drei von den a gleich sind, die 4. Zahl 
ff von selbst werden mufs, d. h. A=0 ist eine Gleichung 
zwischen den Koeffizienten an, welche aussagt, dafs wenn 
drei der Gi'(8) verschwinden, auch die vierte verschwindet. 
Wenn A=0 ist, so heifst die Form G und das Ge- 
bilde G uneigentlleh. 
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Ist die G-rundforai G eigentlich, eo gehört zu jeder Form 
■(jc(8) eine Wechaelforra F{<7) and umgekehrt, und ebenso 
zu jedem Gebilde y(a) = ein Weehselgebilde F(s) = 0, 
dadurch, dafs die Variabein b und a yertanseht werden. 

Ein Beispiel boten die Fnnktionen cp und F der früheren 
AbBchnitte, Die Wechselgebilde (p und F sind im allgemeinen 
verschieden, aber von gleicher Ordnung, nur in verschiedenen 
Ranmelementen ; sind sie identisch, so liegen Pol und Polare 
in einander, also: 

Das G-ebilde G- ist sein eignes Wechselgebilde r. 

Ist ff die Polare zum Pol s in Bezug auf G, so 
ist s die Polare zum Pol a in Bezug auf F. 

Aufgabe 4. Zu G die Wechselform zu bilden. 

Da G= £sj^ ffi, 80 ergiebt sieh nach Unterdrtlckang 
des konstanten Faktors A-^: 

Aufgabe 5. Die Wechselform einer Wechsel- 
form ist die Urform. 

Die Wechselform entsteht durch Vertausehung der Pole 
mit ihren Polaren in Bezug auf 6; die Polare der Polaren 
ist aber wieder der Pol. 

Aufgabe G. Den letzten Satz durch Rechnung ohne 
Determinantentheorie zu beweisen. 

Zunächst beweisen wir, dato der gemeinsame Nenner 
A eine Konstante, weil die a tUr keinen endlichen Wert 
der s unendlich werden können, und für jeden unendlich 
grofsen Wert eines s die ff entweder unendlich oder un- 
bestimmt werden. Durch Eiieksubstitution der ff in s ergiebt 
sieh dann die Definition der an, denn weil Si identisch 
gleich si sein mufa, so erhalten wir 

8) A=E «ip aij ; =^ ^ «ip ai^p, 

wo p der Reihe nach die Zahlen 1 bis 4 durchläuft. Aus 
der ersten Gleichung 8) folgt sofort, dafs, weuü ein o ?.. B. 
a^ identisch ist (dadurch dafs z. B. a^j bis a^^ verschwinden) 
dann A ebenfalls identisch ist. 

Haben wir nun die Wechselform von G gebildet, so ist 

sie nach Abwerfung von -v- gleich Sat^ «i ffi und daraus 
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18 I. Die Flächen zweiten Grades in allgemeiner Behandlung, 

und wenn wir für a^^ ihre Werte in s sehen, bezw. die Gleichung- 
7) benutzen, Oi = Si' Ä, also o' { s. 

Aufgabe 7, Die Formeln 8 dadarch za beweisen, dafs 
man den a die besonderen Werte 1 etc. giebt. 

Aufgabe 8. Zu beweisen: Die WecliseHorm r einer 

uneigentlichen Form G ist eine uneigentHche Form, 

Bestimmt man die g aus dem System 7) und nennt 

dieselbe Verbindung der «, welche wir «m nannten, ß\i,f 

und die Determinante | ti,j . . . a^^ | dann B, so ist 

(7iB=.A£s^^ii,, 
also (Sib^^'^ik 1^11'^ daraus B =^ l.'cfLs/?Lk ^ AA. Ist also 
A =^ 0, BO ist B = und der Satz bewiesen. 

Aufgabe 9. Die Wechselform einer eigentlichen 
Form G ist wieder eine eigentliche Form r. 

Da G die Weohselform von r ist, so müfste, falls T un- 
eigentlich ist, auch G uneigentlieh sein. 

Hieraus folgt, dafs X nur werden kann, wenn A ^ 
ist, und damit, dafe i eine Potenz von A, und wie die 
Abzahlung ergiebt, die zweite Potenz.. Wir haben 

9) B^A«; ßi^=K"-ün 

wie aus der Determinantentheorie [Pond, S. S. VI) bekannt 
ist. Wir haben den Satz: 

Die eigentlichen Flächen zweiter Klasse sind 
zugleich eigentliche Flächen zweiter Ordnung und 
umgekehrt. 

Aufgabe 10. Eine Fläche, deren Gleichung 
eine der Variabein nicht enthält, ist stets un- 
eigentlieh. 

Folgt ans der ersten Gleichung 8). 
Aufgabe 11. Die Determinante A verschwindet^ 
■wenn zwei der ü identisch sind, d, h. also 
■aip=^ai,p, wo p von 1 bis 4 geht. 
Folgt ans der zweiten Gleichung 8). 
Aufgabe IIa. Untersuche die Form x--|-4xy 
+ 4:xz + 4y^ + 8yz + 4z2-j-2x — 4y— 4 z— r^. 
Cylinder x^ 4" ■i^* + **■' + 2x— 4t — r^ = 0. 
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Aufgabe 12. Untersuche die Form: 

(x-3)' + (y^5)'+(z-7)' + 2(i-3)(y-5) 
-6(x-3)Cz-7)4-2(y-5)(8-7). 

Man verscbiebt das Koordinatensystem parallel nach 
dem Punkt S j 3, 5, 7, und wendet dann, nach dem man 
die vierte Variabel eingefttbi-t, Aufgabe 10 an, 

Aufgabe 13, Untersucbe die Fläebej welebe entsteht, 
wenn man alle Punkte eines festen Kegelschnitts mit einem 
testen Punkt verbindet. 

Aufgabe 14. Untersache die Form X^X'-j-Ky- -\- /, z^ 
■— 1 und bilde die Weehselform 



= ^i^S^, ffj : 



--Li 



= K'^s^ 



-K- 



A.=^).^X^X^, also das Gebilde G eigentlich, und die 
Wechselform 

r= ßj Aj ilg + <S\ \l^^t^^ \ l^ ~ al \ Ar, l.;, 

r [ ö| X^" 1 -|- o\ 'l.^~ ' -|- ü\ X.^~ ' — a\. 

Aufgabe 15. Bilde die Gröfse A bei beliebiger Form. 

Nach Formel 8) handelt es sieh nur um die Berechnung 
von ßik- Wenn man nun drei der Gröfsen s dnrch die u 
und die 4. ausdruckt, z. B, \, so ündet man z. B. dafs «^^ 
nichts anderes ist, als die Gröfse, die wir in S. S. VIII A 
nannten, d. h. die Determinante die man erhält, wenn man 
die beiden Reiben, welche sich in a^^ sehneiden, wegläfst. 
Um nun a^ zu berechnen, bringt man durch i — 1 Tausche 
von HorizontalreJhen und k ■ — 1 Tausche von Vertikalreihen 
aik an Stelle von aj,, und sieht, dafs «i* ^ {— 1)* + ' . Ani 
ist, wo Alk die Determinante ist, die man erhält, wenn man 
die beiden Keihen wegläfsf, welche sieh in aik schneiden. 
Die Berechnung von «ü wird dann durch analoge Betrachtung 
auf das Eliminationsresiiltat von zwei homogenen Gleichungen 
zurUckget^hrt, so ist z. B. 



= {-!)' 



= (— ~l)^(aii (^44 a^a - 



! — »so %l))' 
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20 I- Die Flächen zweiten Graues iu allgemeinei' Beliandlung. 

Aufgabe 16. Setzt man in die Form G (s) fUr S;^ ein 
'^11 *! ~t" ■ • ß« ^i ^^'^•1 so wird die Determinante A' von G(t) 
gleich A.C^, wo C die Subatitntionsdeterminante die- 
selbe Funktion der Cii wie A von den ait. 

Man wendet den Satz S. S. VÜI § 27 an. Ist aik 
^=Uifc-|- viv, 80 ist A.= \J~\-Y WO' U erhalten wird, wenn 
man in dem System der erzeugenden Gleichung die v gleich 
setzt, und V, wenn man die U gleich setzt, der Satz 
ist eine unmittelbare Folge von Formel 8. Also: 

Eine uneigentliehe Form bleibt bei jeder 
KoordinatentransformatJon un eigentlich, eine 
eigentliche eigentlich. 

Aufgabe 17. Die Form: 
Si + 4s,S3 + 68,S3 + 8s,s,-|-58|+ I2S3S3 + 14 s^ s, 
+ 16 S3 8^ + 129 bI 

Das Koordinatensystem seil = fi ^^ v ^ Qd, die S seien 
Punktkoordinaten; man transformiere dadurch, dafs die 
y - Achse in der Halbiemngsebene von (x, z) gedreht wird, 
bis sie senkrecht steht. 



§ H Da« Tangential -Element, 
Einteilung der Flächen. 

Et heien s und s" zwei Elemente des Gebiets 6, dann 
nennt man den Inbegriff aller Werte, weiche die Form 
s' -|- > 1 annimmt, die Gerade s' s". Der Parameter X läuft 
von — -o bis -|- 00 und man setzt fest, dafs zu J. = + co , 
der Wert s ^ s gehöre. Setzen wir in G (s) also für st 
ein äi-^Xäi", so giebt 2 a) 

9) G (s) = G (s') + 2 A P (s' s") + l^ G (s") = 0. 
Dies ist für k eine quadratische Gleichung, also: 

Ein Gebilde zweiten Grades hat mit einer 
Geraden anfser ihm nicht mehr als zwei Elemente 
gemeinsam. 

Eine F- wird von einer geraden Linie, die 
nicht ganz auf der Fläche liegt, in nicht mehr als 
zwei Punkten geschnitten. 

Hieraus folgt direkt: 
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g 3, Das Tangential- Eiern eut. Einteilung der Fläolieii. 21 

Eine F^ wird von einet Ebene in einem Kegel- 
gehnitt gescliuitten. 

Eine ip^ wird von einem Punkt in einem (Tan- 
genten-) K.egel zweiten Grideb geschnitten 

Gehört das Element s znm Gebilde G d h ist G (s') 
= 0, 80 ist eine Wurzel von '^) welche (vgl S S VIII 
S. 121) das Fundament der Lehre von den Fld,chen zweiter 
OrdnuDg und Klasse ist gleich Null ist aber gleichzeitig 
P (a', b"):^0 d h hegt s auf dtr 1 olaren von b also 
auch s' aul der Polaren von i , 'so mrd auch die zweite 
Wurzel X gleich d h der zweite Schnittpunkt der Geiadeu 
S' S" (kurz g) fallt mit "^ zusinimen Ihese Geiide heifst 
dann Tangente des Gebildes G io S' { s'. Also: 

Die Polare eines Elements s' des Gebildes 
G ist der Ort aller Tangenten an G in S'. 
Als solcher heifst sie: Tangentiale. 
Die Tangentiale läfst noch eine zweite Auffassung zu. 
Wenn l unter jedem Mafs klein, so verschwindet l^ gegen 
l, und. wenn s" endlich, ist auch Xs" unter jedem Mafs 
klein, und X^ G (s") verschwindet gegen ).. Ist nun s' ein 
Element des Gebildes G und s'-j-^s" ein benachbartes, 
also X unter jedem Mafs klein, und G (s' -j- ^ s") =-- 0, so 
giebt 9) P (s', Xb") =^ 0, und wenn man X s" beliebig variabel 
setzt, also X e" = S;, so ist P (s' s) = 0, die Gleichung der 
Polaren, der also alle dem Punkte s' benachbarte Elemente 
gentigen. 

Wir können auch aus der Gleichnng Gr (s) = 1^ Sj a-, 
direkt zu diesem Resultate kommen; da hieraus unmittelbar 
folgt, dafs Oi' die Koordinaten des Gebildes sind, dem die 
benachbarten Elemente von s' genügen. 
Wir haben die Sätze: 

Alle Tangenten in einem Punkt S'{s' 
einer (eigentlichen) Fläche F^ liegen auf einer 
Ebene, der Tangentialebene von F^ in S', 
welche zugleich die Polare (Ebene) des 
Punktes S' ist. 

Alle Tangenten in einer Ebene S' einer 
(eigentlichen) Fläche (p" gehen durch einen 
Punkt, den Berührungspunkt, welcher zugleich 
Polare (Punkt) von S' ist. 
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22 I. Die Flächen zweiten Grades in allgemeiner Behaue! lung. 

Es kannaber vorkommen, dafs einElement 
S' keine bestimmte Polare besitzt; dies tritt ein, 
■wenn P (s' s) identisch verschwindet, d. h. alle G' (ßi) gleich 
Null sind. Da dann nach 3} nach G (s') =^ ist, so gehört 
ein solches Element immer zum Gebilde G-, mid ist durch 
vier homogene lineare Gleichungen bestimmt. Da das 
Element s' ein bestimmtes, und daher das Wertsystem 
0, 0, 0, 0, flir a ausgeschlossen ist, so zieht das Verschwinden 
aller a die Bedingung A = nach sieh da siA^^I'^jp ffp 
ist. Es mufs also diese Gleichung A ^ von den 
Koeffizienten ant erfüllt sein, und es giebt, da dann im 
allgemeinem die Quotienten der s bestimmte Werte sind, wie 
allgemein nur ein solches Element s, das wir Doppel- 
element nennen. Es ist also dadurch gekennzeichnet, 
dafs es keine bestimmte Tangentiale besitzt. 

Wenn S' auf G^=0 liegt, und S" auf der Polaren 
PfB's")^0 von S' und zugleich auf dem Gebilde G, so 
verschwindet die Gleichung 9 identisch, d. h, jeder Punkt 
von s'-j-^s" liegt anfG. Da fflr ein Doppel- 
element P(s's") für jeden Wert des s" verschwindet, so 
liegt jede. Gerade, die das Doppelelement s' mit einem 

Punkt s" des Gebildes verbindet, ganz in dem Gebilde, und 
jede Gerade die S' mit einem Element des Gebietes aufser- 

halb G verbindet, hat mit 6 nur S' gemeinsam. Also: 
Eine F^ mit Einem Doppelpunkt ist eine 

Regel fläche, deren sämtliche Gerade durch 

den Doppelpunkt hindurch gehen. 

Aufgabe 1. Zu beweisen; Geht eine Gerade einer 

solchen F* nicht durch den Doppelpunkt, so zerfällt die F^ 

in zwei Ebenen, bez\v. eine Doppelebene. 

Jede Gerade, die einen Punkt der fremden Geraden mit 

dem Doppelpunkt verbindet, liegt ganz in der F^, also die 

ganze Ebene etc. 

Aufgabe 2. Mit und ohne Keehnung zu zeigen, dafa 

im FaUe der Aufgabe 1 jeder Punkt der Schnittgeraden 

ein Doppelpunkt ist, 

G (a) { 2 E, (s) E, (s) ; ffi = E, (s) . a,i + E, (s) a^ i 

wenn E;^ (s) ^ a^ 8^ -|- . . . a^ s^ ist. Oder : FUr jeden Punkt 

S' der Schnittgeraden ist Pfs's) — für jedes s beider 
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Ebenen, und diese Gleichung stellte also zwei Eheuen dar, 
wenn sie nicht identisch versehwände. 

Aufgabe 3. Ist die F^ eine Doppelebene, bezw. die 
(p* ein Doppelpunkt, so ist jedes Element ein Doppelelement. 

Aufgabe 4. Besitzt ein Gebilde G zwei verschiedene 
Doppelpunkte, so besitzt es entweder eine Doppeigerade, 
«der jedes Element ist ein Doppelelement. 

Eine F^ mit Einem Doppelpunkt heifst Kegel zweiten 
Grades, der Doppelpunkt heifst Spitze des Kegels. 
Eine (p^ mit Einer Doppelebene ist eine Kegelfläehe, 
deren sämtliche Geraden auf der Doppelebene liegen; die 
sämtlichen Berührungspunkte liegen also auch auf der Doppel- 
ebene und bestimmen einen Kegelschnitt. Der Kegel- 
schnitt entspricht also dual dem Kegel. 

Aufgabe 5. Alle Tangentialebenen des Kegels 
gehen durch die Spitze; desgl. alle Polarebenen. 

Aufgabe 6. Jede Ebene durch die Spitze eines Kegels 
schneidet den Kegel in einem reellen oder imaginären Kegel- 
schnitt mit einem Doppelpunkt, d. h. in zwei Geraden. 

Ein Kegel, dessen Spitze im Unendlichen liegt, heifst 
Cylinder. ÖieuneigentliehenF^ sind; Kegel, Cylinder, 
System Zweier Ebenen, Doppelebene. 

Die uneigentliehen 91* sind: Doppelebene (Kegel- 
schnitt); unendlich ferne Ebene; System von zwei Punkten; 
Doppelpunkt. 

Da die eigentlichen F^ zugleich eigentliche (p^ und v . v, 
so braucht man nur die eigentlichen F* einzuteilen. Analog 
der ebenen Geometrie ist das Einteilungsprinzip das Ver- 
halten der Flächen zu der unendlich fernen Ebene. Die F^ 
können die Ebene s^ ^^ sehneiden oder berühren, im 
ersteren Falle hei&en sie centrale F^, im zweiten Fall 
Parabolo'ide. Der Schnitt kann reell oder imaginär sein; 
dies giebt die Einteilung der centralen F® in Hyperboloide 
und Ellipsoide; die Berührung kann in zwei reellen oder 
imaginären Geraden stattfinden, hyperbolisches Para- 
boloid oder elliptisches. 

Die Schnittkurve der Hyperboloide kann BUipsen- 
oder Hyp er beichar akter tragen, elliptisches oder zwei- 
manteliges (zweischal iges) Hyperboloid; hyperbo- 
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lisches oder einimntehgeb (emsehaliges) Hyperboloid, 
Genaaeres späteren EptrachtungLü vorbehaltend, ist die 
Hanptentsoheidung hofort zu treffen Damit die unendlich 
ferne Ebene s^ ^ langente an die F sei, ist nötig, dafs 
der Gleichung der F m EbenenLooidmaten T = 1' «i ^ ffi (Tj, 
die Ebene mit den Kooidinaten Uj, a^ a^ alle gleich ge- 
nüge, dazu mofa a^^ = sein, 

1) Ä :?!: 0, «44 ^ 0: Centrale F^ (EUipsoide und Hyper- 
boloide), 

2) A^O, «14=^0; Parabololde. 

Aufgabe 7. Zeige, dafs das Kriterium «4^ ^=^ bezw. 
^ vom Koordinatensystem unabhängig (vgl. S. S. VIII). 

Aufgabe 8. Beatimme die Gattung der Flächen und 
die etwaigen Doppelpunkte von 

x^ — 2 y= + 3 z = ; x^ — y- + 2 z- = 1 ; 

6 x^ 4- 3 y^ -f z^ . 2 = 6; x^ + y^ — 2 z = 0; 

x' + y'+z' — 2xy + 4xz-f6yz — 12x — 18y— 36z 

+ 99 = 0; 

3x2 + 2yx-f 4xz — 5y* — 12yz— 7zH-3x + 5y 

+ 7Z--0; 

x^ — 6xy+10xz-f-9y'— 30yz + 25z^ — 14x 

-|-42y — 70z + 49 = 0; 

x'^ + 2 y' -|- 2,25 z^ — 2 xy + 3 y z + 7,2 = 0. 

Aufgabe 9. Mache die Gleichungen in Aufgabe 8 

homogen und sieh die Koordinaten als Ebenenkoordinaten 

an und bestimme die Gattung dieser Fiäehen. 

Aufgabe 10. Wenn die vierte Koordinate durch die 
drei anderen homogen und linear bestimmt ist, hat die 
Fläche ein Doppelelement. 

Um das Verhalten der Fläche F' im Unendlichen ge- 
nauer zu untersuchen, bemerkt man, dafs, wenn s^ ^= 0, G(s) 
sich reduziert auf K(s) ^^ i^aji; SiSi,, wo i und k von 1 
bis 3 laufen, da Sj , Sg, Sg den Koordinaten x, y, z proportional 
sind, so kann man K (9) = als die Gleichung des Kegels 
I^aikSiSk ansehen und diesen Kegel, der den Asymptoten 
der Kegelschnitte entspricht {vgl. S. S. VIH § 31), den 
Asymptotenkegel der Fläche F' nennen. Die unendlich 
ferne Kurve ist dann der Schnitt des Asymptotenkegels mit 
der Ebene Sj = 0. Unser K (s) ist dann mit dem G (s) der 
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S. S. Vin identisch, wir können es als Gleichung eines 
Kegelschnitts auffassen, er zerfällt, wenn «^^ =^ und die 
ZerfäUimg ist in S. S. VHI § 28 S. 123 darehgeführt. Man 
überzeugt sieh später, dafs die Bedingungen der Realität 
oder Nichtrealität der Faktoren sich omformen lassen in 
A> fUr das hyperholisehe, A < für das elliptische 
Paraboloid, 



§ 4. Pol und Polare. 

Wenn s' und s zwei beliebige Elemente, so nannten 
wir die Gesamtheit s' -f- ^ ^ die Verbindungsgerade. Die 
Gröfee l ist, wenn wir s^' und s^ gleich 1 setzen nnd die 
s Punkte bedeuten, das Teilungsverhältnie der Strecke S' S. 
Wenn die S Ebenen darstellen, ist X, von einem konstanten 
Faktor abgesehen, das Teilungsverhältnis des Winkels. Zwei 
Elemente auf S' S, die za X rmd l' gehören, sind bar- 
raonisefa, wenn X-\-l'=^0 ist. 

Für die Schnittelemente von S' S mit deren Gebilde G 
galt die Gleichung 9), sie ergiebt für l: 



10) ;i^ — -^;^-(P(8,s')±/P^[s8'-) — G(s)G(s'))- 

Die Gröfse unter der T\ urzel ist selbst eine (Quadratische 
Form K in Bezug auf s die Gleithung K = 0, das Ge- 
bilde K, liefert die Gesamtheit oller von b an 6 gezogenen 
Tangenten. Das Element s gehört »«elbst zu k da P(s's') 
^6{s') ist, nnd ist ein Doppelelement da K'(8i) 
^P(ss') G'(8i') — G'(8i) G(s'} fUr s = s' identisch ver- 
sehwindet. Für die Berllhrungselemente selbst ist G =^ 0, 
also ist für sie, da K = und G ^ ist, auch P (s s' = 0). 
Wir haben die Sätze: 

Die Tangenten von einem Punkt an eine F^ 
bilden einen Kegel zweiten Grades, den Tangenten- 
kege!, der die F^ längs eines Kegelschnitts berührt. 

Die Tangenten in einer Ebene an eine <p'^ bilden 
diese Ebene, welche die ^^ in einem Kegelschnitt 
berührt. 

Die Berührungspunkte des Tangentcnkegels 
liegen auf der Polaren der Spitze. 
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Diö Berlihrungsebenen eines Kegelschnitts der 
^^ echneiden sieh im Pol(aren Punkt) der Ebene des 
Schnittes. 

Die Gleichung 10) zeigt, dafs, wenn s auf der Polaren 
Tou s' (also auch s' auf der Polaren von s), die beiden 
Werte der i. entgegengesetzt sind. Also: 

Pol und Polare werden durch die Fläche G har- 
monisch getrennt. 

Die Polare h elf st daher auch harmonische Polare. 
Ist s irgend ein Element auf S' S", a seine Polare, so ist 
B = s' -f ;i 8" ; (Ti ^ Gi' (s) = Gi' (s') + ;. Gi' (s") = o^-^l a{\ 
d. h.: 

Bewegt sich ein Pol auf einer Geraden, so be- 
wegt sich seine Polare ebenfalls auf einer Geraden. 
Diese Geraden heifsen reziproke Polaren. 

Aufgabe 1. Vier harmonischen Polen ent- 
sprechen wieder vier harmonische Polaren, die 
Trägeigeraden beider Systeme sind reziproke 
Polaren. 

Zur Vereinfachung können wir jetzt festsetzen, daCs die 
Variabein s Pnnkte and die Variabein ü Ebenen bestimmen. 
Die Formen G(s) und r{o) stellen ein und dieselbe Fläche 
dar, abwechselnd aufgefafst als Inbegriff ihrer Punkte oder 
berührenden Ebenen und wenn G eigentlich ist, so ist es 
auch r und v. y. Jeder eigentlichen Fläche zweiten Grades 
kommen also auch die Eigenschaften der eigentlichen Flächen 
zweiter Klasse zu und man fafst beide zusammen als Flächen, 
deren Gleichung quadratisch ist, als Quadriks. Wir können 
daher die Sätze, die wir vereint bewiesen, getrennt aus- 
sprechen, z. B.: 

Bewegt sich ein Punkt als Pol auf einer Ebene, 
so dreht sieh seine Polare um einen Punkt, den Pol 
jener Ebene, und umgekehrt. 

Bewegt sich der Pol auf einer Geraden g, so 
dreht sich seine Polare um eine Gerade / und um- 
gekehrt. 

Die Geraden g und y heifsen reziproke Polaren. 
Aufgabe 2. Bewegt sich der Pol auf /, so dreht 
sich die Polare um g. 

Sind s' und s" wieder die Punkte auf g, deren Polaren 
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c nnd ff" sich in / selinitten, und ist Ä ein Punkt auf ;', 
so geht seine Polare durch s' und durch s", also durch g. 
Aufgabe 3. Der Schnittpunkt S zweier rezi- 
proken Polaren g und y ist ein Punkt des Qaadriks. 
Wenn g und f sieh in S schneiden, so liegen Pol und 
Polare für S ineinander, also geliijrt S zur Fläche. 

Es sind durch die Polarität gegenseitig zugeordnet 
(konjugiert): Punkt und Ebene, Gerade und Gerade, 

Aufgabe 4. Sehneiden sich zwei reziproke 
Polaren, so sind sie Tangenten an F^ im Schnitt- 
punkt, und ihre Yerbindungsebene gehört »ur ijp-, 
d.h.: Ist die Tangentialebene an F- iu S. 

Weil S auf dem Gebilde liegt, so ist seine Polare zu- 
gleich die Tangentialebene, und weil S auf g, so geht diese 
Polare durch y und weil S auf y, so geht sie durch g. 

Aufgabe 5, Eine Panktreihe und sein polares 
Ebenenbiisehel sind projektiv. 

Aufgabe 6. Schneiden sieh die Geraden g in einem 
Punkt S, so liegen die Polaren ;■ in einer Ebene. 

Aufgabe 7. Bilden die Geraden g ein Strahlenbüschel, 
80 bilden die reziproken wieder ein StrahlenbUschel. 

Es liegen alle / in der Polaren von S, der Schnittpunkt 
zweier y ist der Pol der Ebene der g. 

Aufgabe 8. Die beiden StrahlenbUschel sind projektiv. 
Denkt man sich im Schnittpunkt S das Lot i auf der 
Ebene der g, so liegen die Pole der Ebene durch 1 und git 
auf /][ und bilden eine dem Büschel projektive Punktreihe. 
Aufgabe 9. Wenn g (durch zwei Punkte) ge- 
geben ist, die Gleichung von y in Punktkoordiuaten 
anfaustellen. 

Da die gewöhnliehen Achsenkoordinaten der Ebene 

gleich '- sind, so haben wir gemäfs § 12 S. S. IS Teil 1 

S. 71, da wir in o^ und ff^ zwei Ebenen von y kennen, 
X — Xj y - — y^ z — Zj 

r»7<T " T<<T " KXn' 

wo der Punkt 1 z. B. der Punkt B des 8 12 S. S. IX Teil 1 
ist, also 
^i = [<'i'<'t".h[<'i'<'i"]; 71 = 0; z, = l<j,"(j,'l:[o,'o,"]. 
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Aufgabe 10. Die Sätze snb Aufgaben 6, 7, 8 durch 
Eeehnung au erweisen. 

[Der Parameter l bleibt beim Wechsel von s auf ö 
unverändert.] 

Man kann auch jedem Punkt auf einer beliebigen Ge- 
raden / den Punkt zuordnen, in welchem g von der Polaren 
des Punktes geschnitten wird, und ebenso jeder Ebene 
durcli g die Ebene des Ettsehels zuordnen, welche dui'ch 
den Pol geht. Als Träger dieser Zuordnungen wird die 
Gerade zum Eanmelement und man gelangt so von einer 
andern Seite her zur Liniengeometrie (vgl. Abschnitt III, 
S. S. IX Teil 1), welche von PlUeker und Kummer be- 
gründet, durch Reye und Sturm ausgebaut ist. 

Aufgabe 11. Zwei konjugierte Punkte, desgl. 
zwei konjugierteEbenen werden durch ihren Quadrik 
harmonisch getrennt. 

Der Satz sagt aus: Nimmt man auf einer Sehne AB 
einen beliebigen Punkt P und konjugiert zu P den Punkt Q 
der Ponkfreihe A B, welcher auf der Polarebene von P liegt, 
so werden P und Q durch die Endpunkte der Sehne har- 
monisch getrennt. 

Legt man durch die Sehnittgerade zweier Tangential- 
ebenen eine beliebige Ebene s, und konjugiert ku e die 
Ebene rj des Büschels durch den Pol von e, so werden e 
und ij durch die Tangentialebenen harmonisch getrennt, 
Grund: Wenn A und E durch C und D getrennt werden, 
so werden C und D durch A und B harmonisch getrennt. 
Der Satz sub Aufgabe 11 kann acch so ausgesprochen 
werden: Der Quadrik liefert auf jeder Geraden die Haupt- 
punkte einer Involution für die Punktreihe und ebenso die 
Hanptebenen der Involution für das Büschel. 

Aufgabe .12. Durch eine Gerade g an die F" die 
Tangentialebenen zu legen. 

Man konstruiere zu zwei Punkten auf g die Polaren, 
ihr Schnitt ist y; y schneidet die F^ in A und B, so sind 
die Ebenen durch g und Ä sowie durch g und B die ver- 
langten. 

Aufgabe 13. Die Bedingung dafür, dafs sich durch g 
reelle Tangentenebeneu legen lassen, aufzustellen. 
■/ mufs die F^ schneiden. 
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Aufgabe 14. Wenn sieh eine Sehne ÄikBut um einen 
festen Punlit PSs' dreht, den Ort der Punkte s' zn hc- 
stimmen, für welche das Doppelverhältnis (AntBik S' S) 
konstant iet und gleich e. 

Ist e^ — 1, so ist dieser Ort die Polare von S', all- 
gemein ist X der Bruch /., : ti, wo l-i und Xi die Wurzeln 

der Gleichung 9) sind. Wir haben A, -{- A^ ;= — - p - ; 

G(s') ^^' 

^1 ^' = --■ - w ä'^o das Resultat 
b-[s) 

(c + l)^G(s)G(s')-4cPns's). 

Der Ort ist also ein Quadrik, der, wenn c = — 1, in 
die (doppelte) Polarebene ausartet. Die Gleichung ist erfüllt, 
wenn P(88') = ond G(s) = 0, d. h. alle diese Flächen 
schneiden F^ in der BerlihrungskurYe des Tangentenbegels 
von P an die F^ und wenn P auf F^, so ist der Ort für 
jeden Wert des e die Tangentialebene in P. Was wird 
ans dem Ort, wenn P ein Doppelpunkt des F^? Was, wenn 
c^ + 1? 

Aufgabe 15. Den Tangenteukegel darzustellen, wenn 
seine Spitze zum Anfangspnnkt gewählt wird. 

Da x = f -l-x', so haben wir zu setzen -L:,=::_i- J — l^ 

*4 r* ^i 

also Si = ri 8^' '\- Si' r^ ; wo i =;= 1, 2, 3; s^ = s^' + s^' r^. 

Esi8tP(8s')==8/P(r8') + r,P(s'8')=-8/P{rs')+r,G(s') 
G (s) = s'! G (r) H- 2 r4 84' P (r s') -\-r\G (s'), 
also 
K(8)!P^(rs') — G(r)G(s') = = i:rirfc(<7i<rk~aik6(8')). 

Hier ist der Punkt r j r, r^ n^ 0, d. h. es ist der durch 
die Richtungsfaktoren rir^ra bestimmte Punkt im Unendlichen. 

Aus der Gleichung k (s) ^^ S ti r^ (ffi ut — an, G) ist die 
vierte Koordinate verschwunden. 

Der Kegel ist reell, sobald er von Einer Ebene in 
einem reellen Kegelschnitt geschnitten wird, z. B. von einer 
Parallelen zur Ebene r^ = 0, d. h. znr z-Ebene, und ist 
imaginär, sobald es der Schnitt ist. Die Bedingung findet man 
S. S. Vm S. 199 u. f., es muEs «sr. > und (h + l,} : Ä, 
d. i, (au -f- aaa — 2 a^a cos w) : A >■ sein. 
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Aufgabe 16. Gegeben eine Sehne AB und auf ilir 
ein Punkt P, es soll das Rechteck aus den Abschnitten der 
Sehne berechnet werden. 

P) s'; die Sehne habe die Eiehtiingsfaktoren a^, a^, %, 

80 geben ^^ß etc., wenn R entweder PA oderPB 

bezeichnet 8, s^' = s;' s^ -f" ^^i h ^4'' '^'^ ' "^^'^ ^ ^'•'^ ^ ^'^'^^i 
und 84 8^' ^ Si 84' + E h sj, also 

i^l^ = ^ G (s') + B,' RP (s, t) + s'lRä G (t), 

wo t i a^, a^, a„, 0, d. h. der in der Richtung der Sehne 
unendlich ferne Punkt, also 

8'lG(t) G(t) 

Nennen wir (S. S. VUI S. 130) G (a') bezw. G (x', y', z', 1> 
die Potenz des Ouadriks G im Punkte Pjs' und G(t) 
=^ G (a, b, e, 0) die (Richtungs)potenz der Sehne, so 
haben wir den Potenzsatz: 

Das Rechteck aas den Abschnitten aller durch 
einen festen Punkt gehenden Sehnen ist gleich 
der Potenz des Punktes, dividiert durch die Potenz 
der Sehne, 

Aufgabe 17. Satz von Newton: Das Verhältnis 
aus den Reobteeken der Abschnitte zweier sich im 
selben Punkt sehneidenden Sehnen bleibt unver- 
ändert, wenn beide Sehnen parallel in parallelen 
Ebenen verschoben werden. 

Aufgabe 18. Ort der Punkte, deren Potenzen in 
Bezug auf zwei gegebene Quadriks ein festes Verhältnis J. 
haben 

G, (8) — J. 6, (s) ^ 
also ein Quadrik, der durch den Schnitt von G^ und G^ geht. 

Aufgabe 19. Auf jedem Quadrik einer Schar haben 
die Potenzen für zwei feste Flächen der Schar ein festes 
Verhältnis. 

Aufgabe 20. Die Quadrate der Tangenten vom 
selben Punkt verhalten sieh wie die zugehörigen Ricbtungs- 
potenzen. 
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Damit die Tangente reell ist, müssen G (s') und 6 (t) 
vom gleichen Zeichen sein. Wir haben am Beispiel der 
Funktion tp (a, b, c) gesehen, dafs es quadratische Formen 
giebt, die ihr Zeichen nicht wechseln j ist die homogene 
quadratische Form dreier Variabein G- (t) von dieser Art, 
die man definite nennt, so hängt die Realität der Tan- 
genten nur vom Zeichen des G (s') ab. 

Aufgabe 21. Wenn die Polare von P { s' das Ge- 
bilde G nicht schneidet, ist K (s) definit. 

Aufgabe 22. Ein autopolares Tetraeder zu kon- 
struieren. 

Die Ecke 1 ist willklirlich, Ecke 2 auf eine Fläche 
gebannt, die Ecke 3 auf eine Linie, 
die 4. der Pol für die Ebene der 
3 ersten. 

Aufgabe 23, Das Stück 
jeder dritten Tangente zwischen 
zwei festen Tangenten eines Tan- 
gentenkegels wird vom Berührungs- 
punkte und der Polare der Spitze 
liarmonisch geteilt 

Fig. 4. Da P der Pol von 
SB, so sindA'B'C'P harmonisch, 
also S(ABCP) vier harmonische 
Strablen und A B C P vier har- 
monische Punkte. Alle Strahlen 
durch den Berührungspunkt einer 
Tangentenebene werden zwischen 
einem festen Tangentenkegel und 
der Polare seiner Spitze harmonisch geteilt. 

Aufgabe 24. Wenn eine Gerade einen Tangenten- 
kegel beschreibt, so umhüllt ihre reziproke Polare die Be- 




cf. Aufgabe 6 und Aufgabe 4. 

Aufgabe 25. Die Tangentialebenen in den 
Ecken eines einer F^ eingeschriebenen Tetraeders 
schneiden die Gegenseiten in vier Graden, welche 
auf einer Fläche zweiten Grades liegen. 

Die vier Punkte seien A^ A^ A^ A^ ; die Ebene A^ A.. A^ 
habe die Form Sj = 2 y^i s\ etc., dann lassen sich, da die 
vier Ebenen sich nicht in Einem Punkt sehneiden, also die 
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Determinante der y nicht verschwindet, die s durch die x 
ebenfalls in homogenen linearen Grieichnngen ansdrlleken, 
und dorch diese Substitution geht G(s) über iüH(x), wo H 
ebenfalls eine quadratische homogene Form wie Cr ist, die 
wir also auch G-(x) nennen können. Da G(x) verschwinden 
mufs, 80 bald je drei der x versehwinden, müssen in G (x) 
die quadratischen Glieder fehlen d.h. a[t = sein und die 
Gleichung der Tangentialebene im Punkt Ai ist: 

ti ^ üii Xi 4" aia^^ + »13 Xg 4-^:4^4) 
wo aii=:0, aiso die Variabel xi fehlt. Es ist nun: 

Ati tg + (bxj + ctj (dxj + e t„) = 
eine F*, auf der die Schnittlinien von t^ und x^, sowie tg 
und Xg liegen; desgleichen 

A' t^ t^ -[- (b' Xj + o' tg) (d' x^ + e' t J = 
eine F^, auf der die SchnitÜinien von tj und Xg und die 
von t^ und x^ liegen. Die Konstanten lassen sich nun so 
bestimmen, dafa die beiden Flächen identisch werden. 
Man findet 

{ Pta t^ + (Xa a^4 -5 + a,, a,, tj) (a^i öx^ + a^^ H^ ^4)^ 
wo 
ö^ajj ag^-l^a^^a^g — aj^a^^ u. p^aj^ ajg<i — ^M,^yz^^^i'i- 

Aufgabe 26. In jedem Tangentialtetraeder (d.i. der 
F^ nmgeschriebenen), liegen die Eektransversalen nach den 
gegenüberliegenden Beriihrungspnnkten auf einer Eläche 
zweiten Grades. 

Duale (polare) Satz (zum vorigen). 

Aufgabe 27. Sind x, := bis x^ ^ die Gleichungen 
der Seitenebenen eines autopolaren Tetraeders, so lälst sich 
G(s) auf die Form bringen: 

Sai^Xk^ = 0. 

Die Variahein x, sind Gröfsen, die den Abständen des 
durch sie bestimmten Punktes von den betreffenden Ebenen 
(die als Koordinatenebenen von Tetraederkoordinaten dienen) 
proportional sind. Die Ecke D z. B ist x^ ^0, Xg ;^ 0, 
Xj ==0, x^ = c, ihre Polai'ebene ist x^ = 0. Denken wir 
uns die allgemeine Form i'aüXiXir, so erhalten wir durch 
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wörtliche Wiederholung unserer früheren Rechnung für die 
Polaren die Koordinaten cfi (s). Die Ecke D ergiebt also 
a,^, A^^, ag^, gleich Null, da die Polare von C die Ebene 
Xg = ist, so müssen auch a^g und ajg verschwinden, und 
die Ecke B liefert a,3 = 0. 

Aufgabe 28. Die Oleichung der F^ in Linien- 
koordinaten. 

Die Gerade sei ai, Ai wo i die Werte 1, 2, 3, durch- 
läuft; wir bestimmen sie durch den Punkt a', wo Sj' :=: A^, 
a^' :^ 0, 83 = — Aj, s^' ^= a^ und haben für den beliebigen 
Punkt 8 dann Si ^ Si' -|- ai s^' X, wo a^ ^ ist. Ala Be- 
dingung dafür, dafs die Gerade Tangente an die F^ sei, 
haben wir dann (Gleichung 9) 

0} P^(8',a) = G(s')G(t), 

wo t wieder den in der Richtung der Geraden unendlich 
fernen Punkt bezeichnet. Die Gleichnng « hätten wir auch 
sofort ansetzen können, da sie nur aussagt, dafs die Gerade 
auf einem Tangentenkegel der F^ liegt. (Aufgabe 15.) 

Diese Bedingung « scheint nun vom 4, Grade zu 
sein und ihre Auswertung sehr mühselig, aber wenn man 
sieh erinnert, dafs P (s' s'') sich nicht ändert, wenn man s' 
und s" vertauscht, dafs also i:si'(7i = i^SiOi' ist, so hat man 
wenn ffi (e') = Fi gesetzt wird, und bj (t) =: a-,, 

(A3 P, - Aj P« + a, PJ (a, «, + a, «, + a, «,) 
— (a^ Pi + a, Pa + a^ Pg) (Ag a, — A, «^ + a^ «4) = 0. 
Benutzt man nach der Multiplikation die Gleichung 
i;aiA;^0, so tritt der Faktorb heraus, und man erhält 
Aj {— P^ «3 + Pg «^} + As (Pi «a — Pa «1) + A, (P^ a^ — P, «,) 
+ a, (P, s -P,«,) + a, (P^«3_P,«J+ a,(P,a, -P|«J- 
In Folge der Symmetrie hat man nur zwei beliebige 
untereinanderatehende Glieder z. B. Ag und a^ anszureehnen 
und erhält, wenn die Koeffizienten der aik in der Deter- 
minante A in S. S. Yin, also | a^^ a^^ a^^ |, mit j'ii, berechnet 
werden, das Resultat : 

12) S^ii AiAi, -\- ^(aiiia^j — au aj, 4)31 an 
4- 22AiSap(ap,i_i ai.i_].i — 3^,i-\-\ ai_i,4) ^ 
dabei ist i — 1 für i ^ 1 als 3 und i + 1 für i = 3 als 4 
anzusehen. Also: 
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Die Gleichung der F^ ist auch in Linienltoor- 
dinaten vom zweiten Grade, 
oder 

jede F^ setzt einen Linienkomplex zweiten 
Grades, wie wir dies für die Kugel nachgewiesen. 

Auf jedem Punkt liegt ein Strahlenkegel zweiten Grades 
und auf jeder Ehene umhüllen die Strahlen einen Kegelschnitt. 
Aufgabe 29. Durch eine in ihren Koordinaten ge- 
gebene Gerade a,, Aj die Tangentialebenen an die F^ zu 
legen bezw. auf jeder Geraden die Schnittpunkte mit der 
F^ zu bestimmen. 

Die Aufgabe ist die duale zu der sub Aufgabe 28 zu- 
nächst erledigten, die Schnittpunkte der Geraden mit der F^ 
durch die Koordinaten auszudrucken. Wir hatten als aus- 
gezeichneten Funkt den unendlich fernen gewählt, ihm ent- 
spricht die Ebene g mit den Koordinaten A^ A^ Ag ; 
dem zweiten Punkte, in dem die Gerade die y-Ebene schneidet, 
entspricht die Ebene durch g, welche der y-Achse parallel 
ist; sie hat die Koordinaten — c, 0, a, B, jede andere Ebene 
ist die (t' -j- Ä a", und wir finden die passenden Werte des l, 
indem wir von der Gleichung G(s) zur Gleichung T (ff) über- 
gehen. Stellen wir die Bedingung auf, dafs die Ebene 
durch g die Fläche berühre, also zur q>^ gehöre, so ergeben 
dieselben Gleichungen dasselbe Resultat mit Vettauschung 
von yn; mit gii; und ajit mit «i^t, und man hat dann zugleich in 
12} die Gleichung der »p* in Linien- (Strahlen-) Koordinaten. 
Anfgabe 30. Drei Ecken eines Tetraeders bewegen 
sieh je auf einer festen Ebene, und ihre Ebene geht durch 
einen festen Punkt, Die drei in den vier Ecken zusammen- 
treffenden Kanten gehen je durch einen festen Punkt, Ort 
dieser Ecke. 

Vgl. S. S. VIII § 29 Aufgabe 29. Die gebundenen 
Ecken seien ABC, die vierte sei P ; die drei festen Punkte 
der Kanten seien A^ Bj C^, die festen Ebenen seien ei und 
die Ebene ABC sei v und gehe durch den festen Punkt S. 
Die Gerade AP hat die Strahlenkoordinaten a, Aj. Die 
Schnittgerade von e^ und v schneidet Ä P. Sind die Ebenen 
S A, B^ etc. die Koordinatenebenen z etc., so ist die Gleichung 
von v: 1^%--]- k^Y -\-l^ 2.^=0, d. h. r { ^^, J-g, l^ ; die Koor- 
dinaten von ( seien uv w; dann hat ihre Schnittgerado die 
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Koordinaten v, l^ ■ — w^ ^^ ; n^ — l, und PA) a ^ x ^ p, 
b =^ y, a=^z, A^ ^ 0, Bj = zp, C, ^ ^ yp. Die Be- 
dingung, dafs die beiden Geraden sieh sehneiden (Teil 1 
§ 12 Aufgabe 3) giebt: 

i, (w, z p + Vi y p — X -f p) -j- Xj {— u, y p — y) 

-|- )..^ ( — w^ zp — z) = 0. 
Die entsprechende für PB und PC erhalten wir in 
gleicher Weise; und somit ergiebt sieh als Ort des Punktes 
eine Fläche dritten Grrades. 



§ 5. Centrum, Diametralebenen, Dnrchmesser. 

Aufgabe 1. Die Polarebene eines in der Richtung 
a, b, c unendlich fernen Punktes, 

a ö^ -^- b (jj -^ e 03 = X <r, fa, b, c, 0) -|- y a^ (a) + 20^ (^} 
--0. Also (S. S.Vm § 30): 

Die Polarebenen aller unendlich fernen Pole 
gehen durch den Punkt tj^ ^=0, ff^^= 0, O3 =^ 0. 

In diesem Punkt M wird jede durch ihn gehende Sehne, 
da sie durch M und den unendlich fernen Pol harmonisch 
geteilt wird, halbiert, Punkt M heifst daher das Centrum 
oder der Mittelpunkt. Jede durch ihn gehende Ebene 
Diametral- (Durchmesser-) Ebene, jede durch ihn gehende 
Gerade Durchmesser (Diameter). 

Die Gleichnngen 0-^ = 0, ög ^ 0, «s ^ ergehen 

Die Flächen a^^ =: 0, die Paraboloide, haben 
also ihr Centrum im Unendlichen in der Richtung 

Aufgabe 2. Den Pol einer Diametralebene zu bestimmen. 

Geometrisch ist klar, dafs der Pol im Unendlichen liegt 
Die Diaraetralebene sei s^ u -{- s^ y -4- s^ w -|- s^ t ^ 0, wo m^ n 
-|- . . . ■ m^ t = 0. Der Pol wird bestimmt durch }.u=^ '^ij^'^ ' 
J,v=^(7g, Aw==Og, lt = a^ und ergiebt für s^' den Wert 

-j- (u a,i + V «,^ + w «s, + t Ö4 J d. h. 5/ = und x' : y' : z' 

= (u «1, + v«i2 + w ßj3 + tßj J : S2 (/'_(u,v,w, t)) : 83 (r(ö,v, w, t}). 
Ist A =^ 0, so wird der Pol anbestimmt. 
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Änfg'abe 3, Üeu Ort dpr Mitten aller der Richtung 
a, h, c parallelen Sehnen zu bestuiimeii Die Diimetralebene 
des Pols a, b, e, sie ist dem Dui ciinietier und dieser ihr 
konjugiert (zugeordnet) 

Aufgabe 4. Die ehirikteiistiache Eigensthott dei 
Punktes M durch Rechnung zu behtuninen 

Es war G(s -f s') = tr^sj + 2P (s,s J + & (s). 
Sei die Verbindungsgerade S S' bestimmt durch S und 
die Kiehtungsfaktoren a, b, c, so haben wir für s' zu setzen; 
Sj' = ra, S3'==^rb, s^'^^rc, s^'^rO, s'^^rs", und 
G (s + s') = G (s) + 2 rP (s, s") + r^ G (s") = 
enthält die Bedingung dafür, dafs ein Punkt der Geraden, 
welche in der Richtung s" durch s geht, die Fläche schneidet. 
Soll nan s in der Mitte der beiden Schnittpunkte liegen, so 
müssen die beiden Werte von r, welches der Entfernung 
vom Punkt S proportional ist, entgegengesetzt gleich werden 
nnd die Bedingung dafür ist: 

13) P (s, e") ^ a o^ -f b ffj + c 03 = 0. 

Dies ist aber die Gleichung der Polarebene des in der 
Richtung a, b, e unendlich fernen Punktes. Damit ist also 
der Satz in Aufgabe 3 durch Rechnung bewiesen. Der Ort 
der Mitten aller der Richtung a, b, c parallelen 
Sehnen ist die Polar ebene des zugehörigen un- 
endlich fernen Punktes. 

Umgekehrt wird jede Sehne, die in dieser Richtung 
durch einen Punkt A dieser Ebene gezogen wird, in A 
halbiert. 

Für den Punkt M { <r^ =^ 0, a^ = 0, a^==0 ist aber 
die Gleichung 13 identisch erfüllt, also wird in M jede Sehne 
halbiert. 

Aufgabe 5. Die Gleichung einer Sehne. 
Sind ä' and s" zwei Punkte einer Geraden, welche auf 
der Fläche F^ liegen (bezw, sind es zwei Ebenen einer 
Geraden, welche die Fläche (p^ berühren), so gilt für jeden 
Punkt s { 8'-(-^s" ihrer Verbindungs- (Schnitt-) Geraden, 
und nur für diesen, die Gleichung 

P(S,8') + P(S,s") = P(8',S")(l+i). 
Diese Gleichung ist nur der rechnerische Ausdruck dos 
Satzes in Aufgabe 3 und 4, umgekehrt ist jener Satz darin 
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bewiesen, da P (n, v) + P (n, w) = P (u, v + w) ist, Ist M, 
die Mitte der Sehne j m { x' -|- x", . . 2, so ist: 

U) P(s,in)-P(8'8")(l + ^). 

Die Sehne liegt also in einer Ebene, welche der Polar- 
ebene ihrer Mitte parallel ist. Alle Sehnen, welche die- 
selbe Mitte haben, liegen also in einer Ebene, welche 
der Polaren dieses festen Ponktes parallel ist. 

Aufgabe 6. Ort der Mitten aller Sehnen, welche durch 
einen festen Punkt P geheu? 

Da P (m, m) =: G (m) =^ 2 P (s', s") ist, und S { s, y, z, 
1 -}- ^) wo X :^ x' -|- J.x", so ist G- (m) = P (s, m) wenn 

m < .JT . . . . . { ^-^ r;, ^, 1 nnd s | x, y, z, 1, 

also X (a„ § -f- a^a i;-|- ajg C-\- a^^}4- ■ ■ ■ ^= ^^a,, -]- 

-|- a^i, aieo : 

Der Ort der Mitten aller Sehnen, welche durch 
einen festen Punkt P gehen, ist ein dem gegebenen 
ähnlicher Quadrik, auf dem P liegt. 

Da P (s, m) die Polarform von 6 (s), so liegt der 
BerUhrnngskegelschnitt des von P an G gelegten 
Kegels auf diesem Quadrik. 

Wird 8 als Ebene, G (s) als q>^ gedeutet, so haben wir 
den dualen Säte: 

Die Halhierungsebene des Winkels zweier Tan- 
gentialen, deren Sehnittgerade auf einer festen 
Ebene liegt, umhüllt eine ähnliehe (p^. 

Aufgabe 7. Durch einen Punkt M einen ebenen 
Schnitt zu legen, von dem M die Mitte ist. 

Aufgabe 7a. Die Gleichung der Tangentialebene aus 
14) abzuleiten. 

Aufgabe 8. Bewegt sieh eine Sehne, so dafs die 
Potenz ihrer Mitte konstant bleibt, so umhüllt sie den homo- 
thetisehen Quadrik, den die Mitte besehreiht. 

Aufgabe 9. Die Polarebene des Centrums? 

S4 ff^ (m) ^= 0, und da <j^ (m) nur ist, wenn Ä ^^ 0, 
in welchem Falle das Centrum auf jeder Polarebene liegt, 
80 ist Sj = 0, d. ii.: 

Die Polarebene des Centrums ist die nnendlieh 
ferne Ebene. 
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Aufgabe 10. Die Beziehung zwiaelieu den Polar- 
ebenen derPunkte eines und desselbenDurchmesaers. 
Ist a auf dem Dnrebmesser t { a, b, c, (0), so ist Xp ( Xp, 
-j- ra; Si p ^ Si m + raB*; s*. p ^^ s* m -f- r 8i, also P (e, Sp) 
^P(8,s™) + rs4P(8,t); P (s, s,„) = 8, ffi (m), also P (s, Sp) 
= 84(ffi(ni)+rP(8,t)), d.h.; 

Die Poiarebenen aller Puulite auf demselben 
Durchmesser sind der konjugierten Ebene parallel. 
Aufgabe 11. Wann steht ein Durehmesser auf seiner 
konjugierten Ebene senkrecht? 

Es muCs der Durehmesser der Normalen auf die Ebene 
parallel sein, dies giebt für rechtwinklige Koordinaten die Be- 
dingungen a : b : e ^^ (7, (t) : öj (t) : a^ (t) hezw. das Grleichungs- 
sy Stern 

(^11 — ^) a -[- a^2 b -^ a^g c = 0, 
(*ia * + (^a — ^O b -j- ^3 c "^ ßtcl. 
Das System giebt für a, b, c bestimmte Quotienten, wenn 
die Determinante der drei homogenen linearen G-leichungen 
verschwindet. Dies giebt fUr A eine Gleichung dritten 
Grades, also es giebt geneialiter drei Durchmesser 
einet F^, welche auf ihrer konjugierten Ebene senk- 
recht stehen, sie heifsen die Hauptachsen, 

Aufgabe 12. Für die Paraboloide ist eine der 
Werte, da A = 0. 

Die betreffende Gleichung dritten Grades in l wird: 
15) A^-^Ha,i + a.. + a,3) + M«„+«,, + «,3)-a = 

wo «j^ etc. sich auf die Form K (s) ^ Oj^ Si -]- . . . a^g s| be- 
ziehen, also dieselbe Bedeutung haben wie in A. G. d. Eb. 
und a^A dieser Schrift, also gleich «^4, d. h. a ist die 
Determinante der Form K (s) =^ G (Sj s^ Sg 0). 

Die Gleichung 15) helfet die Hauptachsengleichung. 
Aufgabe 13. Die Hauptachsen stehen aufeinander senk- 
rechi Die Rechnung siehe § 8. 

Da die Hauptachsen in M aufeinander senkrecht 
stehen, so ist die Ebene zweier Hauptachsen die 
Polarebene zur dritten. 

Aufgabe 14. Die Potenz des Centrums. 
6 (s„) ^ 9^ (j^ -f 8^ ffj 4- Sg ffg + 8i a^ = s, ff, -T--- a^^ A 
G(§,7,,t,l)-A:a,,. 
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Aufgabe 15. Die Länge des Halbmessera der Eichtung 
t { a, b, e, 0, wo a, b, e die Richtimgskoordinaten , also 
fp (a, b, c) ■= 1. 

Da E, und K, der Gleichung 1) § 4 
gleich sind, so ist 

"=> '''=^- 

Aufgabe 15a. Die Länge eines I 

Für rechtwinklige Koordinaten ist G (t) ^ a if^ (a) - 

^^ l {a,^ -{- h'^ -\- e'^) = J-, also 



17) 



B" = - 



Die Summe der Quadrate der drei Haupthalbmeaser ist 
(Tgl. S. S. Vin § 30 S. 142) 

-A ft;, + ...) ^ -A(»,. + «„+.,) ^ 

'^ii \ ^i "a «44 

Aufgabe 16. Die drei Hauptachsen bilden mit der 

unendlich fernen Ebene ein antopolares Tetraeder; die 

Gleichung der F^ bezogen auf dies Tetraeder aufzustellen. 

Gemäfs § 4 haben wir, da hier x, =8^, x^ = Sj, 



, = s,,, X. = s, 



— 1 



-|- a'gg S3 -\- a.\f 84 = 
j J.^ x^ -[^ . . . . und wenn 1 



konstanten Faktor o^^ : A unterdrücken >; x^ + ^ Y'^ 4' ^.1 2'^ 
-U A ; «. . = bezw. 



18) 



r4ir + -V— 1 = 0' 



wenn die Längen mit a, b, c bezeichnet sind. Hierbei ist es 
willkürlich, welche der X wir der x-Achse etc. zuweisen. 
Die gesperrten Formen heifsen die Hauptformen der 
centralen F'^, sie enthalten, abgesehen von der Konstante 
A : K^j, nur die Wurzeln der Hauptachsengleichung. 
Die drei Hauptachsen bilden ein System konjugierter 
Durchmesser (und zwar das einzige von rechten Winkeln), 
solcher Systeme läfst sich eine 1»^ fache Menge bilden. Der 
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erste Durchmesser ist völlig beliebig, der zweite an die 
koiyugierte Ebene gebannt, der dritte der zur Ebene der 
ersten beiden konjugierte. Mit der nnendlicli fernen Ebene 
bildet jedes Tripel ein aötopolares Tetraeder. 

Bezogen auf ein Tripel als Achsen ist daber die 
Gleichiing der centralen F'^ : a sl -{- ß al -\- y sl -{-■ Ö al ^ D, 
wo a-.(i^^=^ = -^G(t)==^^, also 

19) 4 + TF + 4-l-^0' 

ai Dl Gl 

Aufgabe 17. Das Parallelepiped aus drei kon- 
jugierten Halbmessern bezw. das um die centrale F- 
in den Endpunkten konjugierter Durchmesser um- 
geschriebene Parallelepiped ist konstant. 

Sei der unendlich ferne Punkt des ersten Durchmessers 
t, { a^, der des zweiten t, ( a^, des dritten t^ { a^. Nennen 
wir die Koeffizienten von au, bc, Cu in der Determinante dieser 
Gröfseu «t, ß^, yv., so ist 

•'s,! ^Lg Kgi öj^2 ^^ Lg /?j; fjg,j ^^ Lj 7g 
ff^^ ^iLj a^; öj.a ^h^ß^; ^2,3 ^ Ij^ 7^ 
ffj^^^L^a^; ffj^g=Lj;5j; '^i.g^^LiJ'j 

hieraus G- %) = \ (a^ a„ -\-\ßs-\- h fz) — ^i ^'^ ^t "'*' 
sin E den Eckensiuus der von den drei Geraden gebildeten 
körperlichen Ecke (vgl. S. S. IX Teil 1 S. 50) bezeichnet. 

Ebenso ist G (t^) ^ L^ sin e, 6 (t,) ^= L^ sin e. 

Es ergiebt sieh sofort ganz direkt 

«, = b, c„ — c„ b, = — V" (^is Ss — S« ^92) 
=^ - ■ ' (Tgi Sin E 
also 

20) L, UL^- 
und (vgl. An. G. d. Eb. S. 142 F. 13) 

21) G(t,) = -J^G(t,)G(t,). 
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Dnreh die Formel ist der Satz bewiesen; da das 
Volumen des Parallelepipeda gleich a, b^ c^ sin E ist, also 
V' = — Ä*:a«. 

Aufgabe IS. Die Simime der reziproken Quadrate je 
dreier aufeinander senkrechter Halbmesser ist konstant. 

Wenn man die drei Koordinatenachsen als senkrecht 
voraussetzt, ist der Satz eine unmittelbare Folge der 
Koordinatentransformationsformeln. 

Aufgabe 19. Die Summe der Quadrate dreier kon- 
jugierter Halbmesser ist konstant. 

Verifizieren läfst sich der Satz sofort dadurch, dafa, 
wenn man die drei Halbachsen zu Koordinatenachsen wählt, 
Lg ^ Cg =^ a^g, Lg ^= bg =^ a,^, L^ =^ a^^ und a^, -|- a^a H~ ^33 
bei der Transformation von dem rechtwinkligen Hauptachsen- 
System auf das des konjugierten Tripel ungeändert bleibt. 

Aufgabe 20. Sind tj und t^ zwei beliebige Durch- 
messer in der Polai-ebene von t^, so ist: 

G (ts) = -^ (G Cy G (t,) - PMt„ t,)), 

wo P (tj, t^) die Poiarform, also a^ c^^ -|- bj o^^ -f- Cj j^^. 



§ 6. Geradlinige (Quadriks. 

Es seien g und y zwei reziproke Polaren welche snh 
in S schneiden, dann sind es nach § 4 die langenten in 
S an die F^, und (g y) ist die Tangentialebene an die F m S 
Zieht man darin eine Gerade, welche nicht duTLh S geht 
so wird sie g in A und y in a schneiden sowie die Fliehe 
F^ in B und C. Die Linien B S und C & «md dann 
Tangenten, und da sie in S schon zwei zusammenfallende 
Punkte mit der F^ gemein haben, so haben sie alle Punkte 
mit der Fläche gemeinsam, d. h.: 

Wenn die Tangente und die Fliehe TuKer dem 
Berührungspunkt noch einen Punkt gemeinsam 
haben, so liegt die Tangente ganz auf der Fläche. 

Aufgabe 1. Diesen Satz durch Rechnung zu 1 
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In der Gleichung 9) verschwinden alle Glieder identisch, 
wenn gleichzeitig G(8')^0, G(8")^0 und P(8', s") = 0. 
Die Tangenten SB und SC liegen also ganz auf der 
Iläehe. 

Aufgabe 2. Durch Rechnung zu zeigen, dafs die 
Gerade SB Tangente an die F^ in jedem ihrer Punkte ist. 
Ist S \ Si und B ! Bi, so ist ein beliebiger Punkt P von 
SB|Si + ;LBi; die Gieiehnng der Polarebene ist P (Si, S, 
+ X.Bi) = 0, und es ist P (SL,Si + ;LBi) = P(SiSi) + ^P(Si,BO 
= und ebenso P (Bi, S, -|- Ü Bi) = G (Bi) + Ä P (S, B,) 
identisch 0. 

Der Satz ist geometrisch aus dem Begriff der Tangente 
selb stvetständlich . 

Aufgabe 3. Durch ßechnung naehznvreisen, dafs die 
Strablenkoordinaten von SB die Gleichung der F^ in 
Strahlenkoordinaten identisch befriedigen. 

Aufgabe 4. Die Tangente SB (desgleichen die 
Tangente SC) ist ihre eigene reziproke Polare, 

Beweis: Die Polarebene jedes Punktes auf SB geht 
durch S, weil S Pol einer Ebene, welche SB enthält; und 
durch B, weil SB Tangente in B. 

Aufgabe 5. Den Satz in Aufgabe 4 durch Rechnung 
zu beweisen. 

Sind g und y zwei reziproke Polaren, so mufs jeder 
Punkt von g auf der Polaren zu jedem Punkt von y liegen; 
ist g{s'-|-^s", so ist y { o' -\- i. o" (in Ebenenkoordinaten) 
und für den Schnittpunkt von gundy muf8p(8'-|-A8",8')^0 
und P(8'-|-As",8") = sein, weil P (s, t) = P (t r) bezw. 
I »,' (ji ^ S Bi Oi). Wir haben also 

b) G(s') + ^P(s's")=-0 

iG(s") + P(8'8")^0. 
Soll ein Sohuittpunkt existieren, so mufs 1 = ?. sein, 
d. h. 

P^Ks")-G(s')G(8"), 
d. h. s" auf dem von s' ausgehenden Tangenten- 
kegel liegen und umgekehrt, oder g mufs eine 
Tangente sein. 

Soll nun g mit y zusammenfallen, so mufs X unbestimmt 
werden, d. L es mufs gleichzeitig G{8') und P(8'a") und 
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damit auch G (»"j = ü bein, d li dbei auch dio Grofse l 
der Gleichung 9| wiid unhestimmt, oder g hegt aof der 
Flache nnd umgekehrt, wenn X in 9] unbestimmt wird, wird 
es in dem \orhegenden bystem b auch unbestimmt 

Autgabe 6 Wenn die Gerade g als Tangente ge- 
geben ist die Koordinaten des BerUhrungspimktes zu be- 
'itimmen 

Das &>&tem b| giebt (im Einklang mit fileichun^ 9i 

t^ G(s"l 

Aufgabe 7 OhneKooidinatentiansformation zu zeigen, 
data für die bpitze des Tangentenkegels als Anfangspunkt 
die 4. Kooidinatc aus der Gleichung P''(s'8) — G{8') &(8) = 
verschwindet 

Aufgabe 8 Allgemein 7u 7eigen, dats ?■* (s' s") 
— G {s') G- 18"1 fUr zwei bebebige Punkte (bezw. Ebenen) der 
Verbindung S' b" abgesehen von einem Faktor invariant ist. 
Ist t' =^ 9' -|- fi s", und entspricht t" dem Parameter v, so 
ist P*(t' f ) = G(f) Gft •) = (^— vi' (P^(8's") — G(8') G(s")). 
Hiermit ist zugleich bewiesen, dafs auch t' t" eine Tangente 
ist, und die ganze Gerade auf der Fläche k liegt. 

ufgabe 9. Zu zeigen (durch Rechnung), dafs der 
t von t' t" nnd s' s'' identisch ist. 
Da pV + /*s", 8'+)'s') = G(s')4-(/( + »')P(s's") 
-^vfiGis") undG(8' + i'8") = G(s') + 2»'P(s's")+i''G(8"), 

„,,.,. P (f t") t" , . P iß s") s" 

so findet sich t Tm^. — = c (s — — „ , ' — , wo 

r(s-»") + ,G(»") 
' GTJ '"■ 

Aufgabe 10. Zwei Tangentenkegel s' und s" haben 
nur eine Kante gemeinsam. 

Die Schnittkurve zerfällt in eine Gerade und eine 
KaumkuTve dritten Gerades, 

Aufgabe 11, Die Gleichung dieser Eaumkurve auf- 
zustellen. 

Aufgabe 12. Wann zerfällt der Tangentenkegel in 
zwei Ebenen? 

Verlegt man den Anfangspunkt in die Spitze und be- 
zeichnet a^^ Sj + a^i 82 -j- ^4 h n^it 1; 8** ^i''*! ^^*^ Gleichung 
des Kegels q^ = \^ g> (s) , wo ip (s) die Funktion G (s) 
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bezeiolmet, in der man s^ gleich setzt, also die in den 
d]:ei Koordinaten 8^ s^ 83 homogene quadratische Fonn. Der 
Kegel zerfällt in die doppelt zn zählende Polarebene der 
Spitze, wenn die Spitze anf der Fläche; in zwei Ebenen, 
wenn er aufser der Spitze noch einen Doppelpunkt hat, 
also die 3 a eine von verschiedene Lösung, in den s, d. h. 
aber, die Determinante mufs versehwinden. Man überzeugt 
sich leicht, dafs diese Bedingung, abgesehen von dem Faktor 
— a^4 identisch ist mit A ^= 0, Ist aber a^^ = 0, so lieget 
die Spitze auf der Fläche, also kann der Tangenten- 
kegel nur für die oneigentliehen Flächen zweiter 
Ordnung in zwei Ebenen zerfallen. 

Aufgabe 13. Für den Kegel zerfallt die Tangential- 
ebene durch jeden Punkt aufserhalb des Kegels in zwei Ebenen. 
Aufgabe 14. In einem Punkt A einer Fläche F^ 
die Tangenten zu bestimmen, welche ganz auf der 
Fläche liegen. 

Für diese Tangenten mufs ibr unendlich femer Punkt 
1) auf der Tangentialebene liegen und 2) auf der FUlche; 
wir haben also auj -|- b ff^ -j- c t7^ =: 0, «p (a, b, e) =^ 0, wo 
<p dieselbe Bedeutung wie in Aufgabe 12 hat. Sehen wir 
a, b, e als beliebige Variabel und nicht als Kiehtungs- 
faktoren der Geraden an, so stellt </> (Sj^ s^ s^) — einen 
Kegel dar, mit dem F* für s^ = 0, d, h. für die unendlich 
fernen Punkte verschmilzt, wir nennen ihn den Asymptoteo- 
kegel der Fläche. Man sieht, es giebt im allgemeinen in 
jedem Punkte zwei solcher Tangenten (reell oder imaginär), 
sie heifsen die Haupttangenten. Aus der ersten Gleichung 
sieht man, was geometrisch evident, dafs die beiden Haupt- 
tangenten die Tangentialebene bestimmen. Hat die Fläche 
in S einen Doppelpunkt, so wird die zweite Gleichung 
identisch erfüllt, wie vom Kegel bereits bekannt ist. 

Aufgabe 15. Die Punkte der. Fläche zu bestimmen, 
für welche die beiden Haupttangenten zusammenfallen. 

Setzen wir die Diskrirainante der quadratischen 
Gleichung, die man nach Elimination, z. B, von 0, wenn 
Uj ^ ist, erhält, gleich 0, so erhält man als Ort der 
Punkte die Fläche zweiten Grades: 

1// =1^ tf 1 ß,i -(- 0^ Bj3 -|- (Jg 0:33 4" 2 Ol (7ä «lä + 2 ffi (J3 a;j 

-[- 2 (Ji 0^ a-i-A = 0. 
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WO die ß dieselbe Bedeutnng wie in S, S. VIll haben, d, h, 
die Koeffizienten der ain in der Determinante lauaaaasg] 
der Form (p. Die Form t// ist die Polarform von cp, aber 
die Fläche ip=^() ist nicht die Polarfläche des Kegels qi^^^ö. 

Aufgabe 16. Die Fläche ip=^0 hat in dem Punkte 
(jj ^^ 0, Tj ^ 0, ffj == einen Doppelpunkt. 

Aufgabe 17. Die Fläche ^ =^ ist, wenn der Koef- 
fizient a^^ in Ä, d. h. also a.^ von verschieden ist, von 
der Fläche G(8) nur durch das fehlende konstante Glied 
untersehieden. lat «^^ = (Paraboloide), so zerfällt der 



Die Fläche F- hat also im Endlichen keinen Punkt, 
dessen Haupttang'enten zusammenfaUen. 

Aufgabe 18. Die Punkte der F- zu bestimmen, 
deren Hanpttangenten auf einander senkrecht 
stehen. 

Nehmen ivir das Koordinatensystem rechtwinklig, so 
ist die Bedingung aa! -\-h'b' -j-ac' = nach den Sätzen 
über die Wurzeln einer quadratischen Gleichung | mit 

e) (au + a^a + aas) (ff? + 4 + <^) — 9^ i'^n t^^) '^s) = 0, 
statt (f setzen wir besser k; die Gleichung e) ist wieder 
die einer Fläche zweiten Grades, welche m o^, a^, tj^ = 
einen Doppelpunkt hat. 

Ist a^^ ^ 0, so läfst sich der Ursprung in diesen Punkt 
verlegen, und der Effekt ist der, dafs in der transformierten 
Form k (Sj s^ %) nngeändert bleibt mid a,^ a^^ a^. ver- 
schwinden (cf. S. S. Vni § 30). Die Fläche sab c) geht 
dann über in: 

(«u + «23 + «33) k (Si Sä Ss) — /tf (s? + S2 + Ss) = 0, 
hierin bedeuten «n die Koeffizienten von [a^j^ aja a^s |, und 
ß ist Ojj. Diese Fläche stellt an sich einen Kegel dar. 
Für die Punkte, in denen dieser Kegel die F^ schneidet, 
ist k ^ — &ii S4 und wir haben den Satz : 

Die Punkte der eigentlichen Fläche zweiter 
Ordnung (welche nicht zu den Paraboloiden ge- 
hören), deren Haupttangenten anf einander senk- 
recht stehen, liegen auf einer Kugel. 

Die Flächen, für weiche der Punkt 0, =; 0, 0^^= 0, 
ög ^ im Endlichen existiert, fUr die also a^^^6, heifsen 
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centrale Quadriks und der betreffende Punkt M ihr Centrum, 
also: 

Im centralen Qnadrik sind die Punkte normaler 
Haupttangenten vom Centrum gleich weit entfernt. 

Aufsähe 19. Die Kugel der Aufgabe 18 hat noch 
eine zweite auegezeichnete Eigenschaft, sie heifst Kugel von 
Monge. 

Die Kugel von Monge ist der Ort der öpitaen 
der um den centralen Qnadrik beschriebenen recht- 
winkligen Dreikante. 

Wir nehmen rechtwinkliges Aehsensystem, als Nullpunkt 
das Centrum. Wir haben für die drei T 



wo I^Suffik == J"(ffi) =^ 0, also sind ffi,i:Wi die Richtungs- 
kosinus der Ebenen, wenn vfi^ ^ aij -\- (ii.l ~{- oi_l ist. Da 
die Ebenen zu je zwei aufeinander senkrecht stehen, so 
habeo wir 

Wi Wa Wg 

<fi,i «1,3 + öa^i ffe,s + Ob,i ffs,ä ^^0 etc. 
Bringt man in a) s^ (Jj,^ auf die rechte Seite und be- 
rücksichtigt die Gleichung al a^^ ^= K [a^^ a^ a^) , so erhält 
man durch Quadrierung und Addition der drei Gleichungen a) 
unter Anwendung von b) 

und da «n^aj^ö,;, wo a^^ rechts die Bedeutung wie in 
Aufgabe 18 hat, 

,;h-.- + bS= -'"'°" + °" + "■■'' «; 

q. e. ä. 

Aufgabe 20. Die Ebene durch die Haupttangente und 
die Normale der Fläche im Berührungspunkt (Schnittpunkt) 
ist wieder eine Tangentialebene ; es soll ihr Berührungspunkt 
bestimmt werden. 

Die Gleichung der Nonnalen ist, da &ie im Berührungs- 
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punkt auf der Tangentialen aenkreeht steht, wecn man recht- 
winklige Äehaen wählt, 

m X — X' ^ y-y' ^ 7.^z' 

' «7(x') aif) a{z') ■ 

!Nimmt man auf der Hanpttangente als Pnnkt 1 den 
Punkt x' und als Punkt 2 den Punkt t { aheO, d. h. den 
(uneigentliehen) unendlich fernen, eo ist jeder Punkt P 1 s'-f-^-t 
und jede Polarebene, welche, well P auf der Fläche zugleich 
Tangentialebene ist: (fA^lf, und es ist au zeigen, dafe l 
so bestimmt werden kann, dafs diese Ebene die Normale 
enthält; d. h. also es mufs die Gleichung 

(x' + y. ö/) ((7,' + ;(. ff, t) + - . (ff^ + i ö^ t) = 
für jeden Wert des fi erfüllt werden. 

Weil x' auf der Fläche liegt, ist s! a^ -\- ..a^ gleich 
Null; weil s,' a^ (a) -|- - ■ ■ == 0, d. b, weil x' auf der Tangente 
liegt, ist der Faktor eines l nämlich s' a, t -^ . . , n^ t =^ 
und die einzige Bedingung, welche zu erfüllen ist, lautet: 
o^' (o-^' _j_ ;t ff, t) + ff,' (0/ -|- A rr, t) -]- 03' [a.,' -]- l a^ t) = 0, 
und sie giebt für l 

-(a't + «'l + <fi) 
»,■«,(1) + ./ 0,(1) + ., '0,(1) 
hiermit ist auch zugleich der Pol gefunden. 

Scheinbar einfacher ist es, von der Gleichung der zu 
untersuchenden Ebene ausKugehen; sie heiCst 

[x — x') a' + {y — y') b' + (z — z') c', 
wo a' b' e' die Eiehtungskosinus der konjugierten Haupt- 
tangente sind. 

Aus Aufgabe 20 folgt ohne weiteres, dafs die Fankte, 
in denen die Haupttangenten sich normal sehneiden, auf der 
Kugel von Monge liegen. 

Aufgabe 21. Ort der Schnittpunkte dreier Tangenten, 
welche ein rechtwinkliges Dreikant bilden. 

Der Tangentenkegel war P-(b s') — G(a) G(8') — und be- 
zogen auf die Spitze als Anfangspunkt P^(r8') — G-(r) G(s')=;0 
wo r {ri,r2,rg, 0; K = SviTtiUi 0^ ■ — aikG [s')) = 2"rjri,aij, 
wo i und k die Werte 1 bis 3 durchlaufen. Soll der Kegel 
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ein Dreikant wie verlangt enthalten, so kann man diese 
drei Kanten als Achsen ansehen, dann wird k { SQ^^^bn. 
Da nun alle drei Achsen auf dem Eegel liegen sollen, so 
mufs k fttr y = 0, 7 ^^ verethwinden, also b^^ = 0, desgl. 
\^ = 0, bjg = 0. Die Summe a^ + a^a + a^g bleibt aber 
bei einer Drehung eines rechtwinkligen Koordinatensystems 
unverändert. Wenn wir also die Achsen rechtwinklig an- 
nehmen, ist die Bedingung oi -|- iT2 -|- "a — 6(8} (a^j 4- a-32 
-|- a^g) = 0. Dei Ort ist also ein Quadrik, der sicli, wenn 
^11 + %B + %g == ** 1^*1 ^'"■^ einen Kegel reduziert. 

Aufgabe 22 Em Kegel, der ein orthogonales Drei- 
kant enthält, enthalt deren unendlich viele. Dreht man das 
eine Dreikaat so, dafs die x-Achse als s'-Achse auf dem 
Kegei bleibt, so muCs im neuen System bj^ gleich sein, 
also bgg -j~ ''b3 ^ *1 ^ '^ ^ber die x'-Ebene schneidet den 
Kegel in dem Geiadenpaai v +2oyz^ — ^1^0, d. h. aber 
in zwei Geraden, die auiemaader senkrecht stehen (und von 
denen jede auf der x' Achse fenkreeht steht), ein solcher 
Kegel heifst gleichseitig 

Aufgabe 23. Ein gleichseitiger Kegel wird von jeder 
Ebene in einer gleichseitigen Hyperbel geschnitten. Man 
kann die Form 2ai5xy-i- ■ - = zu Grunde legen und 
bekommt als Schnitt eine Hyperbel, deren Asymptoten auf- 
einander senkrecht stehen. 

Aufgabe 24. Die Hanpttangenten sind die Hanpt- 
atrahlen einer Involution in ihrem Schnittpunkt, 
deren Strahlenpaare die reziproken Polaren in 
diesem Punkte sind. 

Der SatK ist eine Folge der Gleichung 9, sobald man 
durch die Hanpttangenten und ein Paar reziproker Tangenten 
entweder ein EbeuenbUachel oder eine Punktreibe legt. 

Aufgabe 25. Wenn ein einziges Paar Hanpt- 
tangenten auf einer Fläche P* reell ist, so existieren 
sie in jedem Punkt. 

Die Funktion K (s) , welche die Diseriminante der 
quadratischen Gleichung tf (a, b, c) = von Aufgabe 14 ist, 
ist ftir keinen Punkt der Fläche 0, kann also auf der 
Fläche das Zeichen nicht wechseln. 

Aufgabe 26. Die Hanpttangenten und die betreffenden 
Sätze geometrisch abzuleiten. 
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Wemi g und y zwei sicJi in S auf der Fläche sclineideiide 
reziproke Polaren, also Tangenten sind, so ist die Ebene 
(g /} die Tangentialebene in S. Zieht man in dieser Ebene 
eine beliebige Gerade aufserhalb S, so wird sie g and y in 
Ä nnd « und die Fläche G =^ in B und C sehneiden. Die 
Linien B S und C S sind dann Tangenten, und da sie aufser 
dem Berllhrungeponkt S noch die Punkte B bezw. C mit 
der Fläche gemeinsam, so liegen sie ganz auf der Fläche, 
es sind die Haupttangenten. Die Existenz der Haupt- 
tangenten, reell oder imaginär, folgt schon daraus, dafs die 
Tangentialebene wie jede Ebene den Quadrik in einem 
Kegelschnitt schneidet und dieser im Berührungspunkt einen 
Doppelpunkt hat, also in 2 Gerade zerfällt. 

Die Haupttangenten Ö B und S C sind sich selbst re- 
ziproke Polaren, denn die Polarebene jedes Punktes auf 
S B geht durch S B. Da die Punkte A ß B auf einer 
Geraden n liegen und S ß in der Polarebene von A, so sind 
nach dem Satz in Aufgabe 11 § 4 die vier Punkte AaBC 
vier harmonische Pnnkte, ihre Polarebenen schneiden sieh 
in einer Geraden v und bilden ein harmonisches System, und 
n und V sind reziproke Polaren. Die Gerade v ist keine 
Tangente, weil n keine Tangente ist, sie schneidet die Fläche 
also aufser in S noch in S', dann sind S' C und S' B Haupt- 
tangenten [Tangenten, weil sie in der Polarebene eines 
Flächenpunktes liegen und durch den Pol gehen; ganz in 
der Fläche, weil sie aufser dem Berührungspunkt S' noch 
einen Flächenpunkt C bezw. B enthalten], und wir haben 
die Lösung der 

Aufgabe 27, In einem Punkt S der Fläche die 
Haupttangenten zu konstruieren. 

Man verbindet S mit einem anderen Flächenpunkt S', 
konstruiert in S und S' die Tangentialebenen, indem man 
durch S und S' zwei Sohnittebenen legt und an die ent- 
stehenden Kegelschnitte in S und S' die Tangenten zieht. 
Die Tangentialebenen selmeiden sich in CB, welche die 
Fläche in B und C schneidet, so sind S B und S C die Haupt- 
tangenten in S (S' B und S' C in S'). 

Wenn die Fläche gezeichnet vorliegt, schneidet schon 
jede Tangentialebene von selbst die Haupttangenten aus. 
Aufgabe 28. Die Schnittpunkte aller Geraden 

Simon, AdhI. Gansietrie a« EUchan zweiten Grades. 4 
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einer Tangentialebene mit der Fläche liegen auf 
den Haupttangenten des Berühtungapunktes. 

Ein Kegelschnitt kann nicht in mehr als zwei Gerade 
zerfallen, es gieht also in jedemPunkt nur zweiHaopttangenten, 
Aufgabe 29. Den Satz snb Anfgabe 14 geometrisch 
abznieiten. 

Gesetzt, in A gäbe es nur eine Haupttangente g, legt 
man durch g und einen beliebigen Punkt P der Fläche eine 
Ebene, so zerfällt der Schnittkegelschnitt in g und h; legt 
man durch h und A eine Ebene, so zerfällt der Schnitt in 
h und eine zweite Gerade durch A. Eine Ausnahme tritt 
nur ein, wenn jede Gerade h mit g in Einer Ebene liegt, 
bezw. wenn alle Geraden h g im selben Punkte sehneiden. 
Anfgabe 30. Die Tangentialebene eines Kegels be- 
rührt den Kegel längs einer Kante, 

Aufgabe 31. Den Satz sub Aufgabe 35 geometrisch 
zu beweisen. 

Durch jeden Punkt 8 einer Haupttangente g giebt es, 
wie eben gezeigt, noch eine. Legt man durch g und einen 
beliebigen Punkt S' der Fläche eine Ebene, so sehneidet 
sie aus der Fläche einen Kegelschnitt aus, der g als Be- 
standteil enthält, und also eine zweite Gerade durch S', es 
existiert also in jedem Punkt S' die eine Haupttangente, 
also auch die zweite. Die erste durch S' gehende sehneidet 
g, die zweite mufs dann kreuzen, weil sonst der Schnitt in 
drei Geraden zerfallen würde und das kann er nicht. Also : 
Durch jeden Punkt eines geradlinigen Qnadrik 
gehen zwei Gerade, welche zwei Seharen bilden, 
so dafs jede Gerade der einen Schar jede Gerade 
der andern schneidet, während sich zwei Gerade 
derselben Schar kreuzen. 

Aufgabe 30. Die Form G eines geradlinigen 
Quadriks zu bestimmen. 

Sei g t Uj ^j wo u = und v ^ die Gleichungen 
zweier Ebenen durch g sind, eine Gerade der Fläche und 
h eine zweite, welche g nicht schneidet, 1 n', v'; so dafs 
also u, V, u', v' nicht gleichzeitig verschwinden. Es mufs 
G = sein, sobald u und v gleichzeitig versehwinden, des- 
gleichen, wenn u' und v' verschwinden, also 
G^uv' — vn'^0. 
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Die Form G ändert ihre Valenz nicht, wenn man in der 
Form iu'v' — ^u'V addiert und geht dadurch llher in 

(a + Au')v'-n'(v + iv'), 
woraus man ersieht, dafa G versehwindet, wenn gleichzeitig 
u-j-Äii' = 0; v-]-Äv' = 0. Diese G-leiehuiigen stellen zwei 
projektiv auf einander bezogene EbenenbUechel dar, damit 
ist wieder der Satz bewiesen: 

Die Regelfläehe F^ ist der Ort der Schnitte 
konjugierter Ebenen zweier projektiver Ebenen- 
büsehel. 

Man sieht sofort, dafs zwei Schnittgeraden der beiden 
Ebenenbllsehel sich nicht schneiden kOnnen , denn wenn 
gleichzeitig 

u -]- ;i u' == 0, v + /.v' = 

u-i-;(u' = 0, V-|-;l(V'^0, 

80 mlifsten gleichzeitig u, u', v, v' =^ sein, d. h. g und h 
sich schneiden. G hätte dann in diesem Punkte einen 
Doppelpunkt, wäre also uneigentlich. 

Aufgabe 31. Dieselbe Regelfläche G- ist noch 
der Ort der Schnitte eines zweiten Systems pro- 
jektiver Ebenenbllsehel. 

Man kann zu G ^uv' — vu' auch I'vy' — A' vv' 
addieren und erhält: 

G!(u + A'v)v'-Cu' + J.'v')v. 

Es Hegt also auf der Fläche noch eine zweite 
Schar Gerader, die entsprechenden Schnitte der 
projektiven Büschel u-|-J.'v=^0; u' + i'v'^O. 

Für eine solche Sehnittgerade bestehen diese beiden 
Gleichungen, und es giebt auf ihr einen Punkt, in dem sie 
von einer Ebene des ersten Büschels getroffen wird, für 
den a^o z.B. u-j-^ü =0; dann ist für diesen Funkt 
u;^ — ).u'; — An' -f- A'v =^ 0; Xa -\~IX'y' ^ 0, also 
l' (v + W) = 0, v-\-Iy ^ 0, d. h. aber 

Wenn drei der Gleichungen der erzeugenden Ebenen 
erfüllt sind, so ist es die vierte von selbst, oder: 

Jede Gerade der einen Schar wird von jeder 
der anderen geschnitten. 

Da jede Gerade ihre eigene Tangente, so mufs 
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die Ebene durcli zwei sich sohneidende G-eraden 
die Tangentialebene im Selinittpunkt sein. 

Aufgabe 31. Zwei Ebenen drehen sich um zwei 
feste Geraden als Achsen; den Ort der Schnitt- 
geraden derjenigen Paare zn bestimmen, welche 
anf einander senkrecht stehen. 

Die Geraden seien dnrch ihre Strahlenkoordinaten a, A 
und a', Ä' bestimmt. Geometrisch ist ohne weiteres klar, 
dafs, wenn sie sieh sehneiden, der gesuchte Ort ein Kegel 
ist, da dann alle Ortsgeraden durch den Schnittpunkt gehen. 
Auch kann keine Ebene durch die Spitze mehr als zwei 
Gerade aussehneiden, da der Aufsenwinkel gröfser als jeder 
innere ist, somit ist dieser Kegel vom zweiten Gerade. 
Ebenso ist geometrisch klar, dafs die Projektionen auf die 
durch die beiden Kreuzenden bestimmten Ebenen zum Ort 



Seien u, v zwei Ebenen von g \ v und u', v' zwei Ebenen 
von g' 1 u', v', aisdaun ist jede der Ebenen dnrch g | u -|- J. v 
und jede der Ebenen durch g' | n' -|- J-' v'. Sind die Ko- 
ordinaten rechtwinklig, so ist die Bedingung des Senkreebt- 
stehens, wenn o^, Pi, q^ reap. o^, p^, q^ die Koordinaten 
von u und v sind, und o^' etc. die von u' nnd v': 

(Ol + ^ Oa) («,' -I- r Og') 4- . . . = 

und A^ o,x + p,y-l-q,z^l 

Og^ + p^y + q^z— 1 
Aus der Symmetrie ergiebt sich 

(y [0. P,] + « K 1,} ^ (0, - 0,)) (y K' p;] . . o . . . = o 

und wenn man sich erinnert (aus § 13), dafs [OiPBJ = c; 
Oj — 0^= A, so erhält man 

«) (yc-zb-A)(yc'-zV-A') + ...:=.0. 

Setzt man aa' -[- bb' -f- cc' :== n, so ergiebt sich 

ß) x^ (n — a a') — . . — y z (e b' -]- b' c) 

+ X (cB' + c'B — bC — b'C) . . . + AA' + BB' + CC = 0. 

Nimmt man als Nullpunkt die Mitte des Abstandes 
mid als X- und z-Aehse die Halbierungslinien der Winkel 
der Geraden, so hat man, wenn (p der spitze Winkel und 1 
-der halbe Abstand 
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Hyperboloid heifet. 

Aufgabe 32. Der Nullpnnkt ist das Centrtuu der 

Fläche. 

Aufgabe 33. Bringe die Gleichung y) in die Form 
uv' — vu' = Gr:^0, d.h. bestiranie die projektiven Büschel 
und die Scharen von Geraden auf der Fläche. 

Aufgabe 33a. Dieselbe Aufgabe in Betreff ß). 

Auf g ab e 34. Beetimme die Scharen von Geraden, 
welche aaf der Fläche (Aufgabe 25 § 1) liegen, welche der 
Ort der Punkte konstauten Abstandsverhältnisses von zwei 
Geraden g und h war. 

Sei das Verhältnis 6 und die Koordinaten wie in Auf- 
gabe 31 gewählt, 80 sind die Gleichungen von g und h: 

Y — «b; z cos-^ — xf sin-^ = 0, wo « — die Abstände 

■' ' 2 2 ' 

(j-ir + (.cos|-.smfy 

und (y + 1)^ -|- (z eos -|- + s ein y) ' 

Aafgabe 35. Jede der beiden Tangentialebenen durch 
g (bezw. h) an diese Fläche steht auf sich selbst senkrecht. 
Die Gleichung der Fläche wird 

st sm^ X, _|_ 8a + 83 cos" -|- + 2 Si Sa T' cos -^ sin -^ 

+ 2s2 8,!r-|-Ps4==0, 
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-TTT- ist. Die Gleicbuüg der TangeDtial-(Poiar-) 
Ebeoe ist 

Sisiii-|- (^xsiii-|--f-zj'eos-|-j + s, (y + cr) 

+ 8^ eo8-|- (^xrcos-|- + zcos-|-j + S4c(ry + c) = 0, 

wo s, y, z, 1 die Koordinaten des BerUhmngspirnktes (Pol). 
Die Bedingung, durch g zu gehen, q (s^ — esj 

— r (% - tg 1- s, j = giebt 

<x) x8in-|- + z cos -|- »> = — ;.; xv sin -|- +z cos-|- = il; 

ferner y ^^ — c ; hieraus — x sin -^ ^ z eos -^ :=^ , 

und die Gtleiehung der Fläche in der Form s^ o, -|- . . . = 

= x 8in-|- (^xsin-|--l-zcoa-^rj + ... giebt 

ß) V + e^ (1 — vf = 0, 

und da die Berllhrung'sehene 

— s^ sin -|- ;l -|- Sg cos-^:^ + SjC(v— l) + SiC"Hl — )') = 0, 
so ergiebt sich 

(sin ii)' + (cos l-i)' + c« (1 - v)> = 0, 
oder vereinfacht: 

XI sin .^ + ZI cos-|- — y + c 

und i"^ ( sin^ -^ -|- cos^ -£- 1 -]- 1 =^ 0, 

also ist die Ebene imaginär und tangential an dem Kreis 
im Unendlichen, den wir § 21 als absolute Kurve gefunden 
haben nnd ihre eigene Normale liegt in ihr. 

Aufgabe 36, Die Geraden g und h sind reziproke 
Polaren. 
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Die Rechnung der Aufgabe 35 ^It mit Ausnahme von 
Gleichung /?) für jede dnreh g gelegte Ebene und giebt für 
den Pol y ^= — c und, da l-\~~i.T^Q, 1 — v sicher 

nicht : z cos -^ -|- s sin -~ ^= 0, d. h. aber die Pole liegen 

auf b. 

Aufgabe 37. Je zwei konjugierte Ebenen durch 
g oder h stehen auf einander senkrecht. 

Wir haben für jede Ebenen dnrch g 

;,cMl — '') = 



rig. 5. 

und bestirainen wir /.', so dafs die zweite Ebene dnrch 
den Pol X, y, k, 1 der ersten geht, so ergiebt sieh sofort 
:i.r-(-cMl — »-)"-- 0. 

Von diesem Satz, der eigentlich ein Satz der elementaren 
Stereometrie , hat Miünowski 1878 den folgenden 
elementaren Beweis gegeben. 

Es seien 1 und 1' zwei windschiefe Gerade, a und a^ 
zwei aufeinander senkrechte Ebenen dnrch 1, welche 1' in 
A' nnd A^' schneiden; es sei g eine beliebige Gerade durch 
A', welche «j in B trifft und auf ihr seien Bi und B3 zwei 
solche Punkte, dafs ihre Abstände von 1 und 1' im Ver- 
hältnisse mim' stehen, so ist zu zeigen, dafs A'B dnreh 
Bj und Bj haimoniseh getrennt sind. Zu dem Zweck fällen 
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wir (Fig. 5) BD; BjD^; B^Dg senkrecht auf die Ebene a, 
dann liegt BD in der Ebene k^ nnd D auf 1; die drei 
Punkte D D, D^ liegen auf einer durch Ä' gehenden Ge- 
raden. Wir fällen ferner D^ C^ und D^ C^ senkrecht auf 1; 
und ziehen B, C, und B, C„ , so stehen auch diese auf 1 



senkrecht. Endlich fällen 
recht auf i'. Dann ist Bj^Cj 

B, C,':B,C/=B,C, 



noch B^Cj' nndB^C«' i 
B,C/:BgC,: 
BJC',; weiter B, C/ : B^ C/ 



= B,A':B,A'^B,D,:B,D„alsoB,Ci:B,C, = B^D,;B^Da. 

Da i?^ BjO, C, =. B.D.Ca = 90<*, so ist Ä B,DiC,~B,D,C. 
vmd C,D, :CjD, -3:B,Di :B,Da. Es war B,D, :B,Da 
=3 B, A' : Bj A' ^ Dj A' : D. A'. Es ist aber C^ D, : C, D, 
--DDiiDDj, also D, A' : D^Ä' =D^D : D,D, d.h. A' 
und D durch D^ und D^ harmonisch getrennt, also auch 
A' und B durch B^ und B^. Eine Involution wie die hier 
auftretende heifst eircolare. 

Aufgabe 38. Den Satz sub Aufgabe 35 mittelst der 
Gleichung der Fläche in Ebenenkoordinatea zu beweisen. 

Aufgabe 39. Die Gleichung der Fläche durch Ver- 
schiebung des Anfangspunktes in der y-Aehse und Drehung 
i Achsenkreuzes der x- und z-Achse auf die Form y der 
ibe 31 zu bringen. 
Wir haben den geradlinigen Qnadrib als Schnittort 
projektiver EbenenbUschel aufgefafst; damit ist, da wir von 
Punkt- KU Ebenenkoordinaten beliebig übergehen können, 
zugleich bewiesen, dafs wir ihn auch auffassen können als 
Ort der Verbindungsgeraden entsprechender Punkte auf 
projektiven Punktteihen. 

Aufgabe 40. Je zwei Erzeugende der einen 
Schar eines geradlinigen Quadriks werden von 
4 Erzeugenden der andern Schar in Punkten des- 
selben Doppelverhältnisses geschnitten. 

Die 4 Gerade smd Gerade eines Ebenenbüachels, und 
die beiden Reihen entstehen dadurch, dafs zwei Gerade die 
Ebenen eines Büschels schneiden; da aber alle Gerade die 
Ebenen eines Buscheis m Punkten von konstantem Doppel- 
verhältnis der Ebenen 'tchneidtn, so ist der Satz bewiesen 
und damit zugleich der Satz Der Ort der Verbiadungs- 
hmcn dei entsprechenden Punkte zweier projektiven Punkt- 
reihen ist eine riithe zwiter Ordnung. 



y Google 



§ 6. Geradlinige Quadriks. 57 

Aafgabe 41. Die Fläche zu untersuchen, welche eni^ 
steht, wenn die gerade» Linien des einen Systems die des 
andern nach konstantem Verhältnis teilen (in ähnlichen 
Reihen schneiden) vergl. S, S. IX Teil 1. Nach dem 
vorigen Satz beschränken wir tins anf zwei Gerade der 
einen Schar, also kreuzende, dann ist auf jeder von ihnen 
eine Teilung aufgetragen von zwei entsprechenden Punkten 
aus und die Endpunkte entapreehender Teile sind verbunden. 
Ist die erste Verbindungsgerade die y-Achae und die 
Parallele ziir einen Gerade durch die Mitte derselben die 




X-Achse und die Parallele zur zweiten die a-Äehse, so sind 
die Koordinaten entsprechender Punkte (b"Hg. 6) 

y;=l, x = nm und y^ — 1, k^ — -um. 
Die Gleichungen ihrer Verbindungsgeraden sind: 

oi X , z 21x 

21x — nmv = nmc; ^— ^^^n^=-— ^^ — , — -, 

■^ ' m ' m m (c -|- y) ' 

da, wie man sieb leicht Uberzengt^ a^^ = ist, so ist diese 
Fläche ein Paraboloid; es heifst geradliniges oder 
hyperbolisches Paraboloid. Es ist verhältnisraäfsig nicht 
schwierig, ein Fadenmodell von diesen Flächen herzustellen. 
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Aufgabe 42. Aaf zwei Geraden sind drei Paar ent- 
sprechende Punkte gegeben; zu einem beliebigen vierten 
auf einer von ihnen den entsprechenden auf der andern zu 
konstruieren. 

(Fig. 7.) Man verschiebt die Gerade 1 2 3 als Gaimes 
(starr), so dafs 1 mit I zusammenfällt; dann schneiden sich 




n 2' und m 3' in S, es triift dann IV S die Gerade 1' 2' 8' 
in 4', man trägt 3' 4' auf 12 3 von 3 ans ab, dann ist 4 
der IV entsprechende Punkt. 

Aufgabe 43. Zu drei Paar gegebener Ebenen zweier 
projektiver Btlschel ein viertes zu konstruieren. 

Nach Aufgabe 42 ist es nicht mehr schwer , ein 
Fadenmodell eines einschaligen Hyperboloids her- 
zustellen. 
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II. Abschnitt. 

Die ßeyeschen Achsen. 



§ 7. Die Reyeschen Achsen. 
Wii- fanden ira § 4 Aufgabe 9, dafa, wenn g eine durch 
zwei Punkte s' und s" gegebene Gerade war, iiire reziproke 
Polare y den ftleichungen genügte: 

X — X^ J J^ % Zj 

und der Punkt 1 ein beliebiger Punkt yon y ist, also auch 
der Punkt B, des § 12 S. S. IX Teil 1 sein kann, fttr den 
X, ^ \a^ (7,"] : [< «,"] ; y, = ; z, = (a/' «/] : K' a^"]. 
Sollen g und / auf einander senkrecht stehen, so ist 
die Bedingung § 12 S. S. IX Teil 1 Aufgabe 8 in Linien- 
koordinaten gegeben 

[o,'O3"],,'(K's/']) + ... = 

und fUr rechtwinkliges Achsensystem 

1) [8,'s."l[< "."] + ••■ = !)■ 

Die Geraden g und y Tiesitzen stets eine gemeinsame 
Senkrechte t und Ebene (t, y) steht auf g, Ebene (t, g) auf 
y senkrecht, der Pol Ton (t, y) liegt auf g, der Pol von (t, g) 
auf y, somit kann man auch sagen: 

Eine Gerade g, welche auf ihrer reziproken 
Polaren senkrecht steht, ist das vom Pol auf die 
Polare gefällte Lot; sie helfet nach Eeye: Achse und 
der Komplex der Achsen einer Y"- heifst nach Eeye: 
Aehsenkomplex. Da zu jeder Ebene in Bezug auf eine 
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60 H. Die Eeyeschen. Achsen. 

gegebene eigentliche F^ ein Pol g-ehört, cnd es in diesem 
Punkt stets eine Senkrechte aut der Polaren giebt, so 
enthält der Aehsenkoraplex eineco^ faohe Menge 
Ton G-eraden. Liegt der Pol in der Fläche, so liegt 
er in seiner Polaren und die Achse, deren Pol er istj 
steht auf der Tangentialebene im Berührungspunkte 
senkrecht, es ist die Normale. 

Aufgabe 1. Wenn der Pol gegeben ist, P | s', die 
Gleichung der zu ihm gehörigen Achse aufzustellen. 

Da die ßichtungskosinns der Poiarebene den Zahlen 
a' etc. proportional sind, so sind die Richtungsfaktoren der 
Achse den Zahlen 9' (fr") etc. proportional, fßr recht- 
winkliges System haben wir 

d. h,: Die Gleichungen der Notmalen und der Achsen 
sind von derselben Form und unterscheiden sich 
nur dadurch, dafs der Pol der Normalen auf der 
Fläche liegt. 

Die Normalen bilden innerhalb des Achsen- 
komplexes selbst einen Strahlenkomplex von 
QO^facher Menge. 

In der Gleichung der Achse tlir einen gegebenen Pol 
kommt (auch bei beliebigen Koordinatensystem) a^^ nicht 
vor, G(8) — 84G(s'):8l = ist eine Fläche F'^, welche 
sich von F^ nur durch den Wert des a^^ unterscheidet und 
auf der der Punkt s' liegt, und 2) ist die Gleichung der 
Normalen von F'^ in P js', also: 

Der Aehsenkomplex ist identisch mit dem 
Komplex der Normalen der mit der Fläche F* 
homotbetisehen Schar. 
(F^ selbst mitgerechnet). 

Als Komplex der Normalen ist der Achsenkomplex ge- 
legentlieh von Ampere bemerkt worden, das Verdienst, seine 
Bedeutung erkannt zu haben, gebührt aussehlief slieh 
Herrn ßeye. 

Aufgabe 2. Wenn die Normalen in zwei 
Flächen punkten Ä und B sich seh neiden, so ist 
AB eine Achse. 
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g 7, Die Eejescheii Achsen. ßx 

(Die reziproke Polare von AB ist die SelmittUnie der 
beiden Tangentialebenen in A und B und steht als solche 
auf der Ebene der beiden Kormalen senkrecht,) 

Da die Eeyeschen Achsen eine Mannigfaltigkeit dritter 
Stufe bilden, während die Gesamtheit aÖer Geraden des 
Ranmes von vierter Stufe ist, so mufs zwischen den Kon- 
stanten einer Geraden eine Bedingung bestehen, damit sie 
Achse sei. Diese Bedingung ist in Gleichung 1 gegeben. 

Aufgabe 3, Die Bedingung, dafs eine Gerade g 
Reyesche Achse einer F' sei, in den Strahlenkoordinaten 
von g auszudrücken. 

Sei g j a, A ; es mufs, wenn der Punkt A § 12 S. S. IX 
Teil 1, in dem g die x-Ebene sehneidet, { ^ etc. ist, wo g' = 0, 
1^' = — C : a; C' = B : a ist, das System ^"^ ^ ^ ~'^ 
= mit dem flir rechtwinklige Koordinaten geltenden 

-,. X — x' y — y' 2 — z'., ^, 
bvstem ; — = ~ — H^— ^= ;-— identisch sein. 

Man erhält : a' : o^' : o^' = a : b : e; ferner ist x' b ™ y' a 
= C und x' e — z a ^= — B. 

Ist «4i^0, existiert also (vgl. § 5) ein Centrum M, 
so kann man dies, welches { ff], ^ 0, ff^ ^ 0, ffg = ist, 
zum Nullpunkt wählen, dadurch versehwinden aj^ a^^ a^^ und 
es ändert sich nur a^^, das aber in unserer Gleichung gar 
nicht vorkommt. Bezeichnen wir die quadratische homogene 
Form in r((j) der drei Variabein s^, s^,, s^ mit K (s) und 
die zugehörigen o mit r, so erhält man für die centralen 
Quadriks die Bedingang 

3) r, (a, b, c) A + T^ B -f- Tg =- 0. 

Aufgabe 4. Die Bedingung 3, geometrisch zu inter- 
pretieren. Da A, B, C den Richtungskosinus der Ebene 
[M, g) proportional sind und Tj, t^, Tg, die Koordinaten 
des Pols der Ebene, welche durch M senkrecht zu g gelegt 
ist, so haben wir den Satz: 

Wenn g eine Achse ist, liegt der Pol der zur 
Geraden g senkrechten Ebene durch die Mitte M in 
der Ebene (Mg) und v. v., 
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62 II. Die 

d. h. dieser Satz kann als Definition d 
dienen. Die Bedingung 3) läfst nocli eine andere geome- 
trisolie Auslegung an, sie zeigt den Satz (wie selion 1) 

Der Äohaenkomplex ist ein Linien- (Strahlen-) 
Komplex zweiten Grades. 

Aufgab e 5. Die Bedingung 3) direkt aus der G-leiehung 
1) herzuleiten. 

Es ändert sich 3) durch Vertansehutig von a mit Ä nicht, 
und der Symmetrie wegen, genügt es, die Rechnung für 
das erste.. Glied in 1) durehzufUhren. Man sieht daraus, 
dafs die Änderung für die Paraboloide geringfügig ist. 

Aufgabe 6. Auf der Geraden g, welche Achse 
ist, den Pol zu bestimmen. 

Unser System in Aufgabe 3 giebt 
pp^i(a,b,e) 



T^e — Ty a b Tj — c Tg ' 

Auch dies System kann als Definition benutzt werden. 
Man sieht, für eine Aehae sind die grofsen Strablenkoordi- 
naten doreh die kleinen bis auf einen gemeinsamen Faktor 
bestimmt. In den Koordinaten der Achsen 2) kommt a^^ 
ebensowenig vor, wie in denen des Pols. 

Aufgabe 6. Die Koordinaten von P bangen nur von 
den der Sehax gemeinsamen Konstanten ab. 

Da die Pole anfser dem gemeinsamen Faktor l nur 
von den kleinen (Eiehtungs-)koordinaten der Geraden g ab- 
hängen, so sind die Quotienten der Koordinaten der Pole 
auf parallelen Achsen konstant, während die grofsen Linien- 
koordinaten aller parallelen Achsen den Zahlen ar^ — bTj^ 
etc. proportional sind, also: 

Aufgabe 7. Die Pole aller parallelen Achsen 
liegen auf Einer Geraden durch M, auf Einem 
Durchmesser. 

Aufgabe 8. Alle parallelen Achsen liegen in 
einer Ebene durch M, einer Durehmesserebene. 

Wir fanden § 12 die Gleichung einer Ebene durch 
zwei parallele Geraden a b c, Ä, B, 0, A' B' C als 
x(A— A')+y(B — B') + z(C — C') — (AC — CA'):b = 0. 
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§ 7. Die Eeyeaclieii Achsen. gg 

Da A' = eA, E'=eB, C'=eC und AC — CA' = 0, 
so fällt der Faktor (1 — p) und damit q ans der Gleichung 
der Ebene heraus, und sie wird 

4) Ax + By + Cz = x(bT,— C7:,) + y(er,-ar,) 
+ K(aT2 — bTi) = 0. 

Aufgabe 9. Die Gleiclmngen der reziproken 
Polare einer Achse. 

Wir wählen als Punkt 1 den Pol, dann ist a^' = A a, 
und als Punkt 2 den nnendlieh fernen Punkt a, b, c, 0, dann 
ist a^" = öj (a, b, c) und a^" = 0, wir erhalten: 
^ii f^s (ä, b e) _ 



5)x + 



^(affg^effj eo-j — affg ^(aff^- 



h (jg — c öj a »2 — b ö, 

Anfgabe 10. Die reziproken Polaren einer Schar 
paralleler Achsen bilden selbst wieder eine Schar paralleler 



Aufgabe 11. Die Ebene der zur Aehsenrlehtung 
a, b, e reziproken Achsen zu bestimmen. 

Wir finden für die grolaen Strahlenkooidinaten 

-U-..{a,),,c);-lä-„,; ^^ „. 

und daraus für ihre Ebene nach 4) 

6) s ff^ -j- y a^ -\- z a^ ^ 0, 

d. h. 

Die Ebene der zur Aehsenrlehtung abe rezi- 
proken Achsen ist die Polarebene des io der 
Richtung abc unendHeh fernen Punktes. 

Aufgabe 12. Die Schar der mit F^ homothetischen 
Flächen besitzt nicht nur dieselben Achsen, sondern 
auch auf diesen Achsen dieselben Pole. 

Aufgabe 13. Die Polar ebenen Eines Punktes 
in Bezug auf die ganze Schar bilden eine Schar 
paralleler Ebenen. 

Aufgabe 14. Den Pol auf der reziproken Polaren 
einer gegebenen Achse zu bestimmen. 

Benennen wir a^j : i, mit u, so haben wir nach 5) 
u (7^ = z' b' — y' C ; u »2 = x' c' — z' a' ; u tj^ = y' a' — x' b' 
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64 II. Die Eeyescben Achsen, 

und naeli Aufgabe 3: 

W G^ (x, y, z) — a' ff^ (x) = 0. 
Zur Vereinfaehimg nehmen wir an, a^^ a^^ a^g seien 
(wir werden gleich sehen, dafs es stets möglich ist, die 
Achsen so um M zu drehen, dafs diese öröfsen verschwinden); 
dann ist «jj^aa^^; V^ao(a^j — a^^) und man erhält, 
da aus der letzten Gleichung z verschwindet, ganz direkt 
(in Bezug auf dies System, das Hauptachsensystem): 



7) 



a.. a.. En. 



■b(aä3 — a38)K* — »ji) ' 
und damit den merkwürdigen Satz: die Produkte der 
Koordinaten zweier zusammengehöriger Pole in 
Bezug auf das Hauptachsensystem sind konstant. 

Aufgabe 15. Auf einer durch ihren Pol x' ge- 
gebenen Aehse den Fufspunkt zu finden. 

Er sei jx, dann haben wir die Grleichnng der Achse 

X — x' Y — y' K — '/ , , - I 1 

— r^^ = ^ , i ^ — i-r> <^' ^' X = x + J- «1 etc. 
a,(x) o,(x) ff,(x)' 

und die der Polarebene x a^ (x') -|- y c^ -|- ä itg -|- r^ ^ 
und erhalten für ?. 

Aufgabe 16. Die reziproke Polare einer Geraden 
durch M. 

Für eine Achse durch M wird ^ = 0, wenn es nicht 
unbestimmt wird. Ist die Achse | a, h, c, so sind A', B', C 
unendlich und diese unendlich ferne Gerade liegt in der 
Ebene 

X ff^ -|- y ffj -]- z ög := 0, 

d. h. in der Polarebene des in der Richtung des Durch- 
messers unendlich fernen Punktes, wie ohne weiteres daraus 
hervorgeht, dafs die Polare des Centrums, fUr weiches 
(f^^O, 0-3 = 0, CTg ^ 0, die unendlich ferne Ebene ist. 
Wir haben den Satz: 

Jede unendlich ferne Gerade ist Achse. 
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g 7. Die Eeyeschen Achsen. (jö 

Aufgabe 17. Die Gleichung der Polareltene, auf der 
g senkrecht steht. 

Ä(ax-[~by-]-cz) + a^^ = 0. 
Aufgabe 18. Jede Gerade durch die Spitze des 
Asymptotenkegels, d. h. durch das Centrum M, ist 
Achse, deren Pol M ist, 

19. Wann wird X unbestimmt, d. h. 
;iebt es auf der Geraden g unzählig viele Pole? 

Im allgemeinen ist P eindeutig bestimmt, nur wenn — — 

von der Form : wird, giebt es unzählig viele Pole, also 
niUsseß A, B, C verschwinden, d. h. die Gerade durch M 
gehen, und t^ r ig : Tg = a : b : c sein, setzen wir t^ = /i a, 
so haben wir das System: 

a{a,i — t-t) + b«i3 + Cßi3 ^ 

p) a^fiä +b(c(jg — ^)-j-C((3g =0 

a «j8 + b «jg + e Ka — fO ^ 0. 

Das System, worin die « die aus S. S. VIII bekannte 
Bedeutung der Faktoren der Koeffizienten der quadratischen 
homogenen Form dreier Vaiiabeln m der Determinante 
D = «j^ haben, iäfst sieh vereinfachen, wenn wir die 
GleiehTingen der Reihe nach mit a,^; a^^; a^g, dann mit 
^ij ^si ^» ß^c- niultipiizieren und jedesmal addieren, und 

für — die Zahl i. einführen. Man erhält 

n) a(ai, — l)-|-ha,2 +"^53 ^=^0 

aaj2 + b(aj2 ^1) -j- ea^g ^=0 

aai3 -j-ba^g -|-c(a,g — ^) = 0. 

Die Elimination von a, b, e aus diesem System (vgl. 
S. S. VIII) giebt —h(}.) = oder 

8) i^ — AH + ;iö— a=-0, 

wo 

8 = %i + a^a + a33i a^ßii + «22 + «3s; ^ = "u> 
d. h. a ist die Determinante der homogenen quadratischen 
Form dreier Variabein aus der anal, Geom. der Ebene. 
Wir haben damit den Sata: 

SimOD. Anal. Geometrie der Fliehen swelten &[HdeB. 5 
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66 II. Die Eeyeacheu Achsen. 

Eine Centrale F^ hat im allgemeineo drei 

Reyesche Achsen, welche unzählig viele Pole tragen. 

Diese Achsen gehen durch das Centrum, sie heifaen 

Hauptachsen. Für die Riehtungsfaktoien dieser Achsen 

finden wir 

■ 5) a : h : C = ft, : |S,a = Ab ^ Äs ■ i^aa ■ ß^s 

wenn ß^^ etc. dieselbe Verbindungen der Koeffizienten der 
Variabein im System n) bezeichnen, die wir, -werm ^ ^i= 0, 
mit «iit bezeichnet haben; also (S,j ^a^^—l{s.^^-^\^)-{-X^\ 
As — cf^j -f^^ia; As — "^la +^%ic 

Aufgabe 20. Wann wird die reziproke Polare einer 
Achse unbestimmt? 

Die Gleichungen 5 zeigen, dafs dies eintritt, wenn 
a : b : e =^ Oj (a b c) : d^ : ff^, aber diese Grleiehungen sind in- 
folge der Äquivalenz der Systeme p) und n) der Aufgabe 19 
äquivalent mit dem System a : b : e :^ t^ : i^^ : t^, also finden 
wir die Hauptachsen wieder. 

Die Gieichong der reziproken Polare für eine Haupt- 
achse wird die unendlich ferne der Ebene xa-f-yb-^zc 
= (System n), d, h. sie mafs in der Ebene liegen, welche 
in M auf der betreffenden Hauptachse senkrecht steht. 

Aufgabe 21. Die drei Hauptachsen stehen in M 
aufeüiandep senkrecht. 

Die Gleichungen der drei Hauptachsen, welche der 
ganzen Schar homothetischer Flächen gemeinsam sind, haben 
die einfache Form 

^' A«"^ A. " A.' 

TJnterßcheiden wir die drei Wurzeln der Gleichung 8) 
durch Marken und die betreffenden ß durch Striche, so 
haben wir z. B, das Produkt 

Aa' As" + Aa' Aa" + As' As" = Pi 
zu untersuchen. Da (vgl. Pund, Algebra) A^ -|- i^ -f- J.3 = s 
und \ ig Ag ^ a, so findet man mit geringer Arbeit, weil 
*'i8^ "11 "aa — **a9 ^^^ a = aia ''la ~\~ ^vi'^i%'\~ ^xi^m ^**'-' 

10) p, = (^«3, + a)A(ilO, 

also da a (Aj) ^ ist, p^ = 0, womit der Satz bewiesen ist. 
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g 7. Die Eejesohen Achsen. 67 

Aufgabe 22. Die Ebene durch je zwei Achsen 
ist die Polarebene zum Qoendlicb fernen Punkt der 
dritten. 

Folgt aus der eben bewiesenen Gleichung p = direkt, 
da für die Hauptachsen a =^ ^ öj (a, b, c) etc. 

Die Ebenen dnrch je zwei Acbeen heifsen Hauptebenen. 
Die drei Hauptebenen bilden ein Poldreikant. 

Aufgabe 23. Die Hauptebenen sind Symmetrie- 
ebenen jeder Fläche der Schar. 

Denn jede zur dritten Achse parallele Sehne, welche 
auf der betreffenden Hauptebene senkrecht steht, wird in 
dieser Hauptehene halbiert, da der harmonisch konjugierte 
im Unendlichen liegt. 

Die drei Gröfsen l sind Wurzeln einer Gleichung dritten 
Grades, sie sind entweder alle drei reell oder eine ist reell, 
die beiden andern sind konjugierte komplexe Zahlen; es 
^t der Satz: 

Die drei Hauptachsen einer centralen Schar F* 
sind stets reell. 

Wären z. B. 7.^ und X^ komplex-konjugiert, so wären 
ß\i und ßiy' auch komplex-konjugiert, also geht pj über in: 
(u' + i u") Cu' - i u") + (v' + i v") (7 - i y") 
+ (w' -|- iw") (w' — iw"), 

das ist; u'^ -|-^"^ ~i~'^'^~!~'^"^ 4""^'^ + ^"^ ^^^i '"'^^ ^^^' 
gäbe 21 bewiesen, gleich 0, also mllfsten alle Quadrate 
und damit alle u, v, w, d, h. alle ß Tersehwinden. 

Es kann vorkommen, dafs zwei der i,, z. B. l^ und l^ 
einander gleich sind, dann ist evident, da£s man das Achsen- 
kreuz der zwei Achsen um die dritte drehen kann, das 
zeigen aber anch die Formeln; p^ ist stets gleich und 
geht über in ßX^ + ;^3 + /^a = 0, es müssen also die drei ß 
und damit die Richtungsfaktoren der beiden Achsen un- 
bestimmt werden ; aber weil p^ = 0, p^ = 0, pg ;= 0, mttssen 
sie stets aufeinander senkrecht stehen, sowie anf der zum 
ungleichen A gehörenden Achse, 

Jede Ebene durch die ungleiche Achse ist dann 
eine Symmetrieebene, die Flächen sind Kotations- 
fläehen, der Asymptotenkegel ist ein Rotationa- 
kegel, entstanden durch itotation eines Winkels 
um seine Halbierungslinie. 

5* 
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Die Bedingungen ergeben sich aus ßy^ etc. = als 

Uj^g «23 a^a 

Sind alle drei X gleich, so ist jede Gerade durch die 
Spitze des Asymptotenkegels bcKW. das Centrum Rotations- 
achse, das System wird zu einer Schar konzentrischer 
Kugeln, der Kegel zum hnaginären Kugelkegel. 



§ 8. Die Achsen durch einen Punkt. 

I^ sei S { I ein fester Punkt, und durch ihn gehe eine 
Achse a, A, wir haben dann in 3) für a, b, c, zn setzen: 
(s — D etc. und fHr Ä „jjz — ^y" bezw. nur A, B, C zu 
ersetzen durch ijc- — ^b etc. Die Gleichung 3) stellt unter 
der Bedingung § etc. konstant, einen Kegel dar, dessen 
Spitze S ist, denn es ist eine Fläche zweiten Grades, aaf 
der S { g liegt, und die, wenn sie l'Ur §, a, b, c erfüllt ist, 
auch für x = ^ -[~ P * ^^c, d. h. für jeden Punkt einer 
durch S gehender Achse erfüllt ist. 

Aufgabe 1. Auf diesem Kegel liegen die drei 
Parallelen durch S zu den Hauptachsen. 

Wir brauchen die Gleichung 3) (?jc — £[b) r^ {a b c) 
-j~ (^a — ^ ^c) Tg -|- (gb — ija) T^ = nur in der Form 
T/ (c r., — a r^,) -[- . . ^ zu schreiben. 

Aufgabe 2. Auf diesem Kegel liegt der Strahl SM. 

Da auf dem Kegel sicher der Strahl liegt, für den S 
selbst der Pol ist, d. h. also das von S auf die Polarebene 
von S gefällte Lot, so ist der Kegel völlig bestimmt, da 
jede Ebene ihn in fünf bestimmten Punkten und somit in 
einem konstmierbaren Kegelschnitt schneidet, benw. da 
rechnerisch die fünf Konstanten dui-eh die fünf Geraden 
bestimmt sind. 

Der Achsenkegelist also stets ein gleichseitiger 
Kegel. 

Aufgabe 3. Wo liegen die Pole aller zum Achsen- 
kegel S gehörenden Achsen? 

Wir haben für die Pole die Gleichung 1) d, h. 

(J(X') 0(f) ' (7(Z') 
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Die Gleichungen in Aufgabe 6 § 7 bestätigen rechnerisch, 
dafs die Pole aaf dem Kegel 3) liegen. 

Die Gleichungen 1) stellen, wenn man die Striche weg- 
läfst zu je zweien drei Quadriks dar, die aUe durch den 
Punkt S gehen, uud die alle drei geradlinig sind, auf dem 
ersten liegt die Gerade x = ^, y^»j, d.h. die Parallele 
durchs zur z- Achse; ferner die Gerade, in der die Ebenen 
(r(x) =^ und ff(y)^0 sieh schneiden. Wenn «35 = und 
ctgg = 0, so liegt die Gerade x =; §, y = j; zugleich auf dem 
Kegel 3) und auf der Fläche P(z) (fx— glö, — fy— i;|ff,= U. 

Aufgabe 3. Eine Gerade zu bestimmen, welche der 
Fläche F (z) und dem Kegel 3) gemeinsam ist. 

Die Aufgabe, eine Gerade 7X\ bestimmen, welche zwei 
Flächen zweiten Grades gemeinsam ist, ist im allgemeinen 
nnlösbai; soU die Gerade existieren, so mufs sie durch die 
Spitze des Kegels gehen. Wir setzen x — 5^^pu, y — 1; 
^^pv, z — ^=:pw, und dann müssen die Gleichungen F(z) 
und die des Kegels für jeden Wert des p erfüllt sein. 
F(z) giebt: 

a) uff,(|>5?)-vö,(^)-0 

b) uffj (uvw) — voj (u) =^ 0, 

al80u = qff,(^, v=^ qffg (§), setzen wir w:^ qw', so haben 
wir zur Bestimmung von q die Gleichung b) nnd zu der 
Ton w' die Gleichung des Kegels in der Form : 

c) (1; w' ^ ^ ff,) r, (ffi ff, w') + (g (?, — S W') T, (ff, ff, w') 

+ (^ff,— »jff,)% = 0. 
Diese Gleichung hat die selbstverständliche Lösung 
w' = ff3, d.h. also die Achse, für die S selbst der Pol, vrie 
auch reehaerisch dadurch folgt, dafs Tj^ {s, ff, ffg) {ffj^. Für 
diese Lösmig versagt aber die Gleichung b), und es bleibt 
daher nur die andere Lösung der quadratischen Gleichung 
c, übrig, die man mit geringer Mühe erhält, wenn man 
c{w') — c(ff3) bildet nnd durch w' — ffg dividiert: 



f, = l (a,g «., + a,g a,,) + g K3 a^, — «,, a,,) + ri (a,, a,^ 
~ «18 a,,) = «,st'i©- «,3 0,(0 
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also: 

d) w' (^ a,, ~ g «,,) + «,, (§ ö, - r; ff,) 

Die gerade Linie — -ttJ- ^ -^^ — ~~- = -, — ist dem 

Kegel uod der Fläche F (z) gemeinsam, aber sie liegt nicht 
auf der Fläche F (y) bezw. F (x), daher reduziert sich der 
Ort der Pole auf die sonstigen gemeinsamen Punkte; diese 
liegen im allgemeinen auf einer Eaumkarye vierten Grades, 
die im vorliegenden Falle in die Gerade und eine Eaum- 
kurve dritten Grades zerfällt, d. h. in eine Kurve, welche 
von einer Ebene in nicht mehr als drei Punkten geschnitten 
wird. Also : 

Die Pole des Achsenkegels eines beliebigen 
Punktes liegen auf einer Eaumkcrve dritten Grades. 
Dieser Satz, sowie die meisten andern Sätze ober die 
Achsen aus diesem Abschnitt linden sich in einer mir erst 
jetzt bekannt gewordenen Arbeit von Herrn Emil Schilke, 
Zeitschrift f. Math. u. Ph. 1874, welche aus dem Reyeschen 
Seminar hervorgegangen ist. 

Aufgabe 4. Wie viel Normalen lassen sich von einem 
Punkte S an eine centrale F* legen? 

Die Normalen gehören zu den Achsen durch S, ihre 
Fufspunkte sind Pole; da die nicht zum Ort der Pole ge- 
hörigen Gerade die F^ in zwei Punkten sehneidet, so giebt 
es im allgemeinen sechs Normalen. 

Aufgabe 5. Was wird aus der Geraden, wenn Punkt 
S auf einer Achse? 

Dann können wir ff, { §, ff^ { ij und w' | C setzen. 
Was wird aus dem Ächsenkegel, wenn seine Spitze in 
einer der (drei) Symmetrieebenen liegt? 
Wir beweisen zunächst den Satz: 
Aufgabe 6. Jede Gerade einer Symmetiieebene 
ist Achse. 

Für eine Gerade der Symmetrie ebene haben wir 
A' ^ a, B' ^ b, C = c, wenn a, b, c den Richtungskosinus 
der auf ihr senkrechten Achse proportional; (§ 12), ferner 
a' a -|- b' b -|- c' G ^=^ 0. 
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Die Bedingung 3) ist t (a' 1)' c') a -|- ■ ■ ^^ a' r^ (a b e) 
-|- . . . nnd r, : TTj : Tg = a : 1) : c, also 3) ist hier | a' a 4- b' b 
-|- e' e I 0. 

Damit ist bewiesen: 

Flir die Pnnkte einer der Symmetrieebenen 
zerfällt der Achsenkegel in zwei Ebenen, deren 
eine die Synimetrieebene ist. 

Die andere ist leicht zu finden durch den Satz in Auf- 
gabe i § 6 und den Satz 

Aufgabe 7. Jede Parallele zn einer der drei 
Hauptachsen ist selbst Achse. 

Der Satz folgt unmittelbar aus dem eben angeführten 
Satz, aber wir wollen ihn durch Kechnung beweisen. 

Für eine Parallele zur Hauptachse a, b, c ändern sieh 
nur die groCseu Strablenkoordinaten. Ä ist ^ b — 7; e, etc., 
die Bedingung 3) ist § (b-r^ — e ^2) + ^ ( ) + ■ ■ = <1' ä- 1»- 
sie ist identisch erfüllt. 

Die beiden Ebenen, in die der Achsenkegel zerfällt, 
sind also normal zu einander. 

Aufgabe 8. Den Satz in Aufgabe 6 ohne Rechnimg 



Es sei S der Punkt, dessen Achsenkomplex wir be- 
traebteu ; es geht durch ihn die Achse, für welche S selbst 
der Pol ist, die Polarebene von S sei a, es geht durch S 
eine zweite Achse g' (z. B die parallele zu einer der Haupt- 
achsen) mit dem Pole S' und der Polarebene a', dann ist 
die Schnittlinie / von a und a die reziproke Po- 
lare von g' und / steht auf der Ebene e der Geraden 
g und g senkrecht. Würde Biin in dieser Ebene e noch 
eine dritte Achse durch S liegen, etwa g", so mUfste y" 
auch auf der Ebene s senkrecht stehen. Es müssen sieh 
aber y, /, /' im Pol von e schneiden, dieser Pol P also 
im Unendlichen liegen. Dann ist jede Gerade h in « 
eine Achse, denn ihre reziproke mnfs durch P gehen, also 
der Linie y parallel sein, d. h. auf der Ebene e und somit 
auch auf h senkrecht stehen. Verbindet mau dann P mit 
einem Punkt !N dieser Ebene, und schneidet diese Gerade die 
Fläche F- in B und C, so werden B uncl C durch N und 
den unendlich fernen Pol harmonisch getrennt, d. h. N ist 
die Mitte von B C, welche als Parallele zu y auf e senk- 
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recht stebt, d. h, aber die Ebeae £ ist eine Symmctrie- 
ebeoe der Fläche. 

Damit ist auch zugleich rein geometrisch bewiesen, 
dafs der Aehsenkegel ein Kegel zweiten Grades ist, der im 
Falle, dafs seine Spitze auf einer Symmetrieebene liegt, in 
awei Ebenen ausartet. 

Dieser Beweis gilt zugleich för die Paraholoide. 

Aufgabe 9. Durch Rechnung nachzuweisen, dafs das 
Centrum auf dem Achsenkegel jedes Punkts P | § liegt. 

Wir haben a^ (? aj^ — tj ajg) -j- . .. bc ((ija^^ — ^^ia) 
-\- § (a^g — ■ a^a)) + . . . = 0, und dies versehwindet für 
a = f§, b--f»;, c = fe. 



§ 9. Der Achsenkomplex der Paraboloide. 

FUr die Paraboloide ist a^^ = 0, ihr Centmm rückt 
ins Unendliche; anders ausgedrückt: die Ebenen a^^^ö, 
ffj = 0, 03^^= 0, sehneiden sich in parallelen Geraden. Die 
Richtung, in der das Centrum ins Unendliche rückt, ist aber 
bestimmt, da wir für die Punkte der Linie die Gleichangen 
haben: x„:yo,: Zj, =^ a,^ : «^^ : a^^, und nicht alle 4 n^n." 
zugleich verschwinden dürfen, weil sonst A = 0, die Fläche 
nneigentlich. Es bleiben nun zunächst die Gleichungen 
1 und 2 des Abschnitts unverändert. Verlegen wir den 
Ursprung in einen beliebigen Punkt p der Linie a^ ■= 0, 
a^ =: 0, so erhalten wir, wenns^^ tjp^ + 1, p^ . . ., s^^Op^ 
+ ^4 Pj gesetzt wird 
6(s) = G(t„t,,t8, 0)p!+t|G(p)+2t,t,<r,(p)p, = 0. 

Aufgabe 1. Die Form G(t) stellt eine uneigent- 
liehe Fläche dar. 

(Vgl. § 2.) Die Fläche ist ein Kegel und da a^^ = 0, 
so liegt die Spitze im Unendlichen, d. h. die Fläche ist ein 
Cylinder, nach Analogie nennen wir ihn (bezw. vermehrt 
um tl G(p), wodurch keine wesentliche Änderung herbei- 
geführt wird) denÄsymptotencylind sr der Paraboloide. 
Da s^ = 0, so verhält sich 

"]4 ■ "24 '■ "34 ^ % = Sa : S3 ^ ä^g T Wjg : «gg, 
wo sich die a auf die Form G(t, 0) beziehen. Diese 
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§ 9. Der Achsenkomplex der Paraboloide. 73 

Eiehtnng a^^ : a^^ : a^.j nennen wir die Eioiitung der Achse 
des Cyiinders bezw. des Paraboloida. 

Aufgabe 2. Wird eine Koordinatenachse iu die 
der Cylinderachse gedreht, so verschwindet die 
betreffende Koordinate. 

(Die Eeehnung siehe folgenden Abschnitt.) 
Aufgabe 3. Welche Form nimmt die Bedingung 3) 
an für die Paraboloide ? 

A T^ (a b c) + B r^ + C r^ + (aö^ — b ö^} a^/ = 0, 
wo sieh die r und o nur auf den Cyliiider beziehen, 
a,/=^^. 

Aufgabe 4. Wenn a:h : e^ u\: o^ : o.^, ist diese 
G-leichung identisch erfüllt. 

Aufgabe 5. Wenn auf einer Achse ein unendlich femer 
Pol liegt, 80 muTs a : b : e =^ tf^ : äg : ffg = t^ : t^ : Tg sein. 

Wir erhalten also dasselbe Gleichungssystem wie in 
Aufgabe 19 § 7, und dieselben Resultate, nur wird eine 
Wurzel der Hauptachsengleichung 0. 

Aufgabe 6. Die Richtung dieser Hauptachse ist be- 
stimmt durch «jij, «2^, ßgj, d. h. es ist die Richtung der 
Cylinderachse. 

Aufgabe 7. Zu beweisen, dafs, da «^^ = ist, 



Die Reihenfolge der drei Gleichungen a^ (t), a^ (t), ffg (t) 
ist willkürlich. 
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in. Abschnitt. 

Die uneigentliclien Flächen zweiten Grades. 

§ 10. Der Kegel. 

Für den Kegel war A ^ 0, und die vier Gleicbungen 
ffj =; hatten eine endliche Lösung a | s und somit unendlich 
viele. Verlegt man den Nullpunkt in den Doppelpunkt oder 

die Spitze S, d. li. setzt man -^ (d. i. x) ;= — '- -| — V etc., oder 

s, = r,s; + s''r.:(i = l,2'3) 
und 

s^ = s^' + s^' r^ ; 
also 

G(a)-s^G(r,;r,;r,;0) + 2r,s;P(r,s') + r^G(8'), 
so verschwinden 6{8') und P(r, s') und 
1) G(s)lG(rj,r„,rg,0), 

d. h.: 

Verlegt man den Kulipunkt in die Spitze dea 
Kegels, 80 verschwindet die Koordinate 8j aus der 
Gleichung, es bleiben nur die Glieder aweiter 
Dimension in den Punktkoordinaten mit unver- 
änderten Koeffizienten. 
Statt G(s} schreiben wir 
la) K (s) = a,i Si + 2 a,a % Sj + 2 a,s s^ s^ 
+ a^s sl + 2 a^B Sg Sg + a^^ S3 ^ 0, 
oder kurz K{s)^ ^aikSiSt, wo i und k nicht mehr den 
Wert 4 annehmen. 
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] 10. Der Kegel. 



75 



Aufgabe 1. Liegt ein Punkt P auf dem Kegel, so 
liegt die ganze Gerade SP auf dem Kegel. (Fig. 8.) 

Die Gleichung K(8) ist identisch mit der all- 
gemeinen Gleichnng der Kegelschnitte in homogenen 
Koordinaten, man sieht, wie eng der Kegel mit 
seinen Schnitten zusammenhängt, die Reehnung 
bleibt dieselbe, nnr die Interpretation ändert sieh. 

Da K(s) eine quadratische Form ist, wie G(s) nur statt 
von vier Variabein von drei, so bleiben alle Sätze bestehen, die 
auf den Eigenschaften 
der quadratischen Form 
beraben , insbesondere 
die ganae Lehre von Pol 
und Polare, welche sieh 
somit zugleich auf die 




man allerdings schon 
dadurch leisten können, 
dafs man eine Ebene 
durch einen Pankt P 
als Pol legt, welche 
die F* schneidet. Auch 
der IL Abschnitt bleibt 
im wesentlichen im- 
geändert. 

Aufgabe 2. Die 
Gleichung der PoKr 
ebene bezw. der Tan 

gentialebene eine'. 
Punktes für den Kegel 
aufzustellen. 

Aufgabe 3. Alle Polarebenen eines Kegels gel 
durch die Spitze. 

Die Spitze ist zugleich das Centrnm, eine Ger 
durch sie Durchmesser. 

Der Durehmesser heifst auch Kante. 
Die Menge der Polar-Ebenen des Kegels ist nur ( 
c» ^ fache (zweifach unendliche, d. h. oo . co fache), die Me 
der Pole ist eine co^ fache. Aufschlufs giebt der Satz: 



y Google 
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Aufgabe 4. Alle Punkte, welche auf demselben 
Durehmesser liegen, haben dieselbe Polarebene. 

Aufgabe 4a. Alle Punkte des Kegels auf der- 
selben Kante haben dieselbe Tangentialebene. 

Aufgabe 5. Die Gleichung des Kegels inEbenen- 
koordinaten, die reziproke Form x. 

Die Auflösung der Gleichungen nach den s ist nur ge- 
stattet, wenn a^^ ^ 0, wir erhalten dann 

x((7) = <r, (a„ ff, + «1, ffj + «13 ffs) + . - . 
Man sieht, dafs it(ff) = wieder ein Doppelelement 
enthält, nämlich die Losung o, =^0, ffg =^ 0, a^ = 0, welche 
eine beliebige durch die Spitze geilende Ebene darstellt. 

Die Gleichung k(ö)=:0 stellt also nicht blofs 
den Komplex der Tangentialebenen des Kegels dar, 
sondern auch jede durch die Spitze gehende Ebene, 
sie ist also nicht die Polargleiehung des Kegels, 
sondern die Gleichung der Spitze, und der Kegel 
hat, streng genommen, keine Gleichung in Ebenen- 
koordinaten. 

Abstrahiert man von der Lösung 0, 0, 0, 0, so ist 
3c((t)^=0 die von den Tangentialebenen umhüllte Fläche, 
d. i. der Kegel. Dafs dem Kegel die Gleiehang in Ebenen- 
koordinaten fehlt, wird noch deutlicher durch 

Aufgabe 6. Die Gleichung des Kegels bei beliebigem 
Nullpunkt in Ebenenkoordinaten darzustellen. 

2) (8/ <?i + 82' ffg + 83' »3 + a*' ffä)^ ^ 84'^ • 
und dies ist die Gleichung der Spitze (als Doppelpunkt be- 
trachtet). Von Hesse ist diese 93^ als Grenzfläche zweiter 
Ordnung bezeichnet worden. 

Aufgabe 7. Bei beliebigem Ursprung zu zeigen, dafs, 
wenn P auf dem Kegel liegt, die Gerade S P ganz auf ihm 
liegt. G(a'+?.s)=etc. 

Aufgabe 8. Unter allen Ebenen einer solchen Grenz- 
fläche giebt es eine ausgezeichnete, für deren Koordinaten 
alle vier Ableitungen von 2) zugleich verschwinden. 

(Wenn A =: ist, so ist auch die Determinante der a 
gleich 0.) 

Diese Koordinaten seien ai, die Ebene 0'. 
Aufgabe 9. Jede Ebene, welche durch die Scbnittgerade 
von ff' und einer Ebene der (p^ geht, gehört selbst zur (p^. 
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§ 10, Der Kegel. 77 

2) sei gleich y.[a), dann ist ^{a -j-lo), weil ic{(t') und 
ji(ö) und ^(o', ö) versehwinden, gleieh 0. 

Aufgabe 10. Die Gleichung 2 stellt eine einfach un- 
endliche Schar von EbenenbUscheln dar, deren Träger in 
der ausgezeichneten Ebene </ liegen, 

Aufgabe 11. Die Träger umhüllen einen Kegelschnitt. 

Durch eine beliebige Gerade gehen an die fp^ zwei 

Tangentialebenen, also von einem beliebigen Punkt P auf 0' 

an die Kurve Kwei Tangenten. (Damit ist dann zugleich 2) 

die Gleichung der Kegelschnitte in Ebenenkoordinaten.) 

Aufgabe 1^. Zu einer Kante a, b, e die senkrechte 
zu bestimmen. 

Wenn die gesuchte Kante { u, v, w, das System recht- 
winklig, die Spitze Ursprung, so haben wir das System 
K(a,b,c) = 0; K(u,v,w)=-0; au + bv + cw = 0. 
Es ergiebt im allgemeinen zwei Kanten aj etc. und a^ 
und wir haben 

ai^2 = — (a^3 1>^ — a^^gbe — a^g ab -|- a^^ ae) 

+ /=^'"7(a,b,e), 

wo K die zu K adjungierte Form a^ a,^ -j- , , . bezeichnet, 

hia = — (aj,3 a* — ajg ac — a,g bc-f- bea^^) + y — a- z 

Ci.2=K(b, —-a, 0). 

Nach den bekannten Sätzen über die Produkte der 
Wurzeln quadratischer Gleichungen ist 

%% -j-b^bj -j- e^ Cj = a*(ag3 -|- a^j) + b'^(ai^ -|- a.^^) 
-]- c^ {aj j -|- a^g) — 2 a^g a b — 2 a^g a e -^ 2 a^g b c 
und mit Benutzung von K(a, b, e) = 
a, a^ + b, b, + e^ c, ^ (a^ + b^ + c*) (a,, + a^^ + a^g). 

Aufgabe 13, Wenn die beiden Kanten, welche auf 
Einer Kante senkrecht stehen, selbst aufeinander senkrecht 
stehen, so stehen die beiden Senkrechten zu jeder Kante 
auf einander senkrecht, der Kegel ist gleichseitig. 

Die Bedingung a^^ + ^33 + »gs ^ i^^j ^^ ^i ^i '^ T^f'^i 
'1 verschwinden, nötig und hinreichend und von a, b, c 
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Aufgabe 14. Den Winkel, den die beiden auf einer 

Kante Senkrechten miteinander einsehliefaen, zu bestimmen. 

Aufgabe 15. Die Gleichung eines Kegels aufzustellen, 

dessen Kanten auf den Tangentialebenen eines gegebenen 

Kegels senkrecht stehen, und der dieselbe Spitze hat. 

Sei eine solche Kante { a,, so ist die Gleichung der auf 
ihr senkrechten Ebene s a^ -f- . - - ^^ 0, und damit sie eine 
Tangentialebene sei, mufs )i(a^;b^; c^) = sein, und da 
Äj j X etc., wo X den laufenden Punkt der Kante a^ markiert, 
ao ist die gesuchte Gleichung 

X- ß,^ 4- ... =^ 0. 
Der Kegel heifst supplementär. 

Aufgabe I5a. Wenn K, supplementär zu K„ so ist 
K^ supplementär zu Kg. 

Aufgabe 16. Interpretiere die Bedingung aj^--\-a^^ 
+ a„ = 0. 

(Unzählig viel Systeme von drei Tangentialebenen, 
welche zu je zweien aufeinander senkrecht stehen.) 

Aufgabe 17. Die Gleichang eines Kegels aufzustellen, 
dessen Spitze im Nullpunkt und der durch den Schnitt einer 
gegebenen Ebene und eines gegebenen Quadriks geht. 

Die Ebene sei ux-|- Ty + wz-[- t^ = £, der Quadrik 
K (x, y, z) -f- E (x, y, z) ^0, wo K die Form des Asyraptoten- 
kegels ist, dann ist die Gleichung des gesuchten Kegels 

— t K (x, y, z) + E (x, y, z) (u X + V y + w z) = 0, 
denn dies ist die Gleichung eines Kegels, dessen Spitze in 
0, und sie ist erfüllt, wenn gleichKeitig K -|- E ^ und 
£ = ist. 

Aufgabe 18. Kegel, dessen Spitze {?,»;,? und der 
duroh den Kegelschnitt (p(Sj, s,, Sg) =^ geht. 

Da jede Linie, weiche die Spitze mit einem Punkte 
der Kurve verbindet, ganz auf dem Kegel liegt, so haben 
wir, wenn wir die Ebene der Kurve als y-Ehene annehmen, 

X == X, -\-li und Ä = — ■ , also für den Kegel 

v — y 

fjP(xii — y^; zt; — yS; 1? — y) = 0. 
Aufgabe 19. Ort der Spitzen der Kegel, welche durch 
den Kegelschnitt fjp(x, z, 1) und drei Punkte A, B, C gehen. 
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§ 11. Der zerfallende Kegel, 79 

Der Quadrik y (Ajj — Bg; . . .) :^ 0. 

Änfgabe 20. Ort der Spitzen der gleichseitigen Kegel 
durch (p=(!i. 

Der Quadrik: Cii§^+ej3S*-}-i;'(Cn 4"'^äa) + ■ ■ ■ = 0, 
wo die c die Konstanten von (p bedeuten. 



§ 11. Der zerfallende Kegel. 

Die Form K (s^ Sj 8^,) = hezw. K (x y z) ^ _ist 
identisch mit der homogenen Form Gis) der Kegelschnitte 
S. S. VIII § 28; die Bedmgung, dafs sie sich in zwei 
homogene Faktoren ersten Grades spalten läföt, ist dort an- 
gegeben, sie ist a^^ ■= 0. Wir werden, um Verwechselung 
mit der Form G (s) von vier Variabein zu vermeiden, die 
Koeffizienten von aü in der Determinante von K (s) d. i. 
a^j fortab mit hj^ bezeichnen. Auch die Zerfällung ist 1. c. 
bereits gegeben. 

Wenn nicht alle drei &\\ zugleich verschwinden, und 
z. B. ajj ?^0, so ist: 

3) K (s) =- — [a,,Si + (a,, + i w,)g, + (a,^ — iw,)S3] 
[a,, Si + (a^2 — iw,) 9^ + (a^g + i w,) s^], 
wowi, = l'^bki ist und i als Faktor gleich Y — 1. 

Die einzelnen Faktoren von K (s) stellen, da wir s^ ^^ x 
etc. deuten können, Ebenen dar; e^ und s^. 

Aufgabe 1. Die Sehnittgerade von e^ und e^ zu be- 
stimmen. Die Schnittgerade geht durch die Spitze, d. i. den 
Ursprung, also sind Ä, B, gleich und für die kleinen 
Koordinaten erhalten wir aus den beiden homogenen 
Gleichungen in bekannter Weise 

a : b : c = (a^5 w^ -\- a,3 w^) : — a^^ w^ : — aj^ w^. 

Aufgabe 2. Geometrisch ist klar, dafe jeder Punkt 
der Sehnittgeraden ein Doppelpunkt, es soll dies durch 
Rechnung bewiesen werden. Der Kegel besitzt eine ganze 
Gerade voll Doppelpunkten, bezw. eine Doppelgerade. Denn 
a^^ = ist die Bedingung, dafs die drei Gleichungen Oj (s); 
tfg (s); »K (9) miteinander verträglich, und da a^ (s) identiaeliO, 
so ist jede Lösung dieses Systems ein Doppelpunkt. Sei 
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aSu^TiaOg eine solclie, so ist Xu ebenfalls Liisnng, und da 
die Spitze S \ ebenfalls eine Lösung, ao liegen die Doppel- 
punkte auf einer Gerade durch die Spitze. 

Aus dem System Uj (u) = cte. erhalten wir, wenn wir 
z. B. Ug aus je zwei Gleiehungen eliminieren, nnd dann tij 
b„ k, b„ 



4) 



K„ 



und damit 

5) Ui : Ua : Us ^^ )}^^ : \^ : \g ^ Wi : wi : Wb 

Uj : Oj : Ug ^= b^j^ : bj^ : b.g = b^j ; bjj : b.jj ^ bjg : b^g : hg^. 
Da das System oi (u) nur die Verhältnisse der u be- 
stimmt, so können wir u ^ w setzen und damit ist der Satz 
bewiesen; da ans a^ (n) ^^ ff, (w) =^ folgt (a^^ Wg -|- Ojg Wg) 
^rr — a^^, w^, also a : b : c (aus Aufgabe 1) ^= w^ : w^ : Wg. 
Ans den Gleichungen 4 und 5 folgt: 

6) WjWj^b^g; WaWg^^bjg; Wg W^ ^=b„j = (bjg). 

Hinsichtlich der w bemerken wir: 1) wenn eines der w 
versehwindet, z. B. Wg, so verschwinden mit b^g zugleich b,g 
und bgg. 2) Das Zeichen der w ist durch das eines von 
ihnen bestimmt, 3) sobald ein w reell ist, sind es die andern, 
d. h. alle w^ sind gleichzeitig > oder < 0, die Zahlen 
\i i bja ; \s haben dasselbe Zeichen. 

Aufgabe 3. Wenn die beiden Ebenen des zer- 
fallenden Kegelschnitts imaginär sind, ist die 
Schnittgerade (die Doppelgerade) doch reell. 

Wenn au^O und «^^=^0, so zerfäDt der Kegel in 
die beiden Ebenen, deren Gleichungen 3) glebt, diese sind 
imaginär, wenn w^ positiv, dann aber geht die Doppel- 
gerade durch die Spitze in der reellen Sichtung w. Man 
kann den Beweis auch ganz direkt aus der Gleichung 
(7^(w) = entnehmen, da für den reellen Punkt x=^Äw^; 
y = Xw^; z = Awg beide Faktoren verschwmden. 

Aufgabe 4. Wenn alle drei an ^ 0, kann die Zer- 
fällung nach 3) auf drei verschiedene Arten bewirkt werden, 
es soll gezeigt weiden, dafs sie äquivalent sind. 
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Aufgabe 5. Wenn a^ = und atk^O, die Zer- 
iallung zu bewirken. K reduziert sieh auf ai^xy-j-a^g 
j z 4" %i z X ;= und öjj auf 2 a^^ a^g ag, ; ist also a^^ = 0, 
so mafs einer der drei Koeffizienten an z. B a^^ Yerschwindeo, 
dann zerlegt sich K in y (a,gX-]- a,gz). Der Kegel zerfällt 
in die y -Ebene und eine Ebene diircli die y-Achse. 

Aufgabe 6. Wann zerfällt der Kegel in eine 
Doppelebene? 

Wenn zwei der w gleich sind. 
Aufgabe 7. Wann zerfällt eine Fläche .zweiten 
Grades in zwei sieh sehneidende Ebenen? 

Sie mufs zunächst einen Kegel darstellen, der seine 
Spitze im Endlichen hat, d. h. es mUesen alle vier gi von 
G (s) für einen Punkt im Endlichen s' verschwinden, d. h. 
also zunächst A =^ 0, und da s' im Endliehen, müssen die 

Verhältnisse -^ etc. endlieh bleiben. Eine analoge Rechnung 
wie sie in Aufgabe 2 zu den Formeln 5 führt, giebt, wenn 
A = : Si : sl : Sb : sl ;^ «jj ; ßjj ; ctga : a^^. Wenn der Kegel 
zerfallt ist a^^ ^^ 0, da aber die Spitze im Endlichen, müssen 
^111 ''aa; "aa ebenfalls sein. Also: 

Eine Fläche zweiten Grades zerfällt in zwei 
sich schneidende Ebenen, wenn A^^ 0, ß^^ ^ a^^ 
= «3j = «^^ = ist. 

Sind dann noch zwei der w, welche sich auf 
die Form K beziehen, gleich 0, so fallen die beiden 
Ebenen zusammen. 

Aufgabe 8. Untersuche die Fläche: = 7x^ + 26x7 
4-38xz + 15y' + 34yz4-15z= + 60x + 68y + 76z + 77. 

Resultat (7x + 5y + 3z + 11) (s + 3y + 5z + 7) = 0. 

Aufgabe 9. x^ + 4xy-f- 6xz-|- 4y^-|- 12yz-|- 9z^ 
— 12x — 24y — 36 z + 36 = 0. 

Aufgabe 10. x^ -|- 34 y'^ + 65 z^ — 6 x y + 8 x z 
-(-46yz = 0. 

Gleichung der Doppelgeraden? 
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S2 in. Die uneigentlichen Flächen zweiten Gradea. 

§ 12. Die Traiisfopmatioii auf die Hauptachsen. 

Jede Gerade durch die Spitze ist Achse, deren Pol die 
Spitze ist; liegt anf ihr ein zweiter Pol { x, dann sind alle 
ihre Punkte Pole, die Gerade ist eine Hauptachse. Ihre 
Gleichung ist: 

X ^ y z 

und dies System ist in der That für ex, cy, oz ebenfalls 
erftint. 

Es mufs ffj (x) ^ A, X etc. sein nnd dies giebt aur Be- 
stimmmig von X, vgl. § 6 A (l) = 0, wo A (A) ^--l^ ^X^ s 
-j-Xa — a=^ 0, wo s = a^j -|- a^^ + a^g ; a = bj^ -|- ti^a 
-\-Ks\ a = ßi, war. 

Da x:y:z:=a:b:e war (§ 6), so haben wir x : y : z 
— fti '■ fta = Äa ß^''- ^^ i^ § 6t Aufgabe 19, nur dafs wir 
statt «ik lieber bik sehreiben, um Verwechselung mit der 
Determinante yon G {s^ s^ Sg s^) zu vermeiden. 

Da die drei Hauptachsen aufeinander senkrecht stehen, 
so liegt es nahe, die Fläche auf das System dieser drei 
Achsen, Welche zu je zweien Symmetrieebenen waren, '/ja 
beziehen; da wir ja bewiesen, dafs sie stets reell. 

Aufgabe 1. Den Beweis der Realität der drei Achsen 
algebraisch zu führen. 

Man kann der Gleichung die Form geben : 
ai, \, a,., a,, a^. a^, 

' a,,>t + b,, ^ a,3A-]-b,^^aj, ;. + b,, 
und sieht in dieser Form leicht, dafs diese Funktion von l 
zwischen A = — co und X:^ -\- <x> dreimal das Zeichen 



Wir nehmen an, K (x y z) =; sei die Gleichmig des 
Kegels in rechtwinkligen Koordinaten mit der Spitze als 
Ursprung. 

Es war § 18, Teil 1, wenn wir cos (x g) = y,^,^, eos (xi)) 
=^ J'ia etc. setzen, 

und dies System gilt allgemein, wenn nur das alte System als 
rechtwinklig vorausgesetzt wird, das neue kann beliebig sein. 
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g 12. Die Transformation anf die Hauptacliäen. gg 

Wir erhalten : 
9) K(x, y, z) = ?"K(j/„, !■„, r„) + 'i' K ()-„,/„, !■„) 

+ 2 CSF fr.,)-,), 
WO y^ bedeutet, dafs wir y,^, y^^, y^^ als die Koordinaten 
eines Punittea y^, auf der neuen ^-Ächse im Abstand 1 von 
0, ansehen und entsprechend y^ und y^, und P ('y^f y^) die 
Polarform K für die Punkte y^ und y^ bedeutet etc. 
Aus der Gleichung 9) folgt wieder der Satz: 
Wählt man ein System konjugierter Dureh- 
messer zu Achsen, so reduziert sieh K(xyz) auf die 
Summe der drei quadratischen Glieder 

g^ K (y,) + li^K (y,) + t^ K (y,) = 0. 
Aufgabe 2. Aus dieser Gleichung zu beweisen: Jede 
Diametralebene halbiert alle der konjugierten Richtung 
parallelen Sehnen, 

Da die Hauptachsen (ef.§28) ebenfalls ein Poldreikant 
bilden, so wird die Gleichung des Kegels 

^ K (ft, f>„ ßl,) + i K «) + |1 K (ft»), 

WO der Exponent des ji sieh auf die betreffende Wurzel i, 
bezieht. Es ist nun K(^la) oder kurz K^ = ß^^ a^^ {ß'-) 
+ ^as ^2 + /^ss "'s' ^^ ^'^^^ '^'•y '■'^^ßia- ßas- ßss' 8° i^t, 
gemäCs dem System a^ (x)^^x etc., a^lß) =^ l^ ß^^ ete. 
und somit K, = l^ Qj ete. und somit erhalten wir die Haupt- 
form: 

10) iii^+^^*+?.ae'=o- 

In der Hauptform der Gleichung des Kegels 
treten die drei Wurzeln der Hauptachsengleichung 
A(l) = auf und nur diese. 

Die Hauptform ist so einfach, dafs man alle bis- 
herigen Resultate aus ihr mühelos ableiten kann, man 
sieht sofort, dafe, wenn l^ = A3, alle Schnitte parallel zur 
Ebene i)=;0 Kreise sind, deren Centren auf der ij-Acbse 
liegen, jeder Schnitt durch die y-Aehse das Linienpaar 
^ y^ -|- J.^ r^ = ausschneidet, also der Kegel Rotations- 
kegel ist. Ebenso ist evident, dafs jede Koordinatenebene, 
d. h. jeder Hauptscbnitt, Symmetrieebene ist. 

6* 
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84 nt. Die uneigentlichen Flächen zweiten Grades. 

Für die Tangential- bezw. Polar ebene findet man 
KH' + Kvn' -^ K ^ r =^ 0. Soll die Ebene u, v, w, d 
Tangentialebene sein, so niufa d = 0, g'^iiA,-^ etc. sein, 
also ist 

11) u^ ij-' + v' Ag-i + VI- lg- ' -- 0. 

Die Gleichung dea Kegels in Ebenenltoordinaten, wenn 
die Lösung u = 0, v ^ 0, w = ausgeschlossen wird. 

Haben alle drei k gleiches Zeichen, so wird der Kegel 
imaginär und nur seine Spitze ist reell; dann mufs die 
Gröfse ff in A (i) § 6 als Summe der Produkte je zweier 
Wurzeln > sein. 

Haben zwei l das Zeichen -f- und das dritte das 
Zeichen — (oder sind zwei — ■ und eins -]-, was gleieh- 
beteudend, da man die Hauptform beaw, die Grrundform mit 
— 1 multiplizieren kann) so erhalten wir, wenn wir z. B. 

, 1 , 1 - 1 ^ 

L = ■—-.- L ^= -—; J.„ =1^-— — - setzen. 
' a^ ' '^ b-' " e^ 

12) 4+ii_4=o. 

' a^ ' b^ <i- 

Die Schnitte parallel der Ebene z =; sind Ellipsen, 
parallel der y- und x-Ebene Hyperbeln. Die Centren der 
Schnitte liegen auf der betreffenden Achse, die Asymptoten 
der hyperboliscben Schnitte sind den beiden durch den zu- 
geherigen Hauptsehnitt ans dem Kegel ausgeschnittenen 
Kanten parallel. 

Aufgabe 3. Die Hanptachsen dea supple- 
mentären Kegels durch die Spitze. 

§ 7 Aufgabe 19 giebt ans der Äquivalenz der Systeme p 
und n, wenn wir die Hauptachsen ;( nennen, ^ = — a^^ ^ - ^, 
und dasselbe Resultat erhalten wir aua der Hanptform 10), 
da wir diese mit einem beliebigen konstanten Faktor 
multiplizieren können. 

Aufgabe 4. Die Gleichung eines Kegels ist fUr 

rechtwinklige Achsen ^^^^-^~-\-— V'l.j'i^ 0; 

Hanptform? Welche Winkel bildet die Achse l^ mit den 
alten Achsen? (x^ — y^ -|- z^ ^^ 0). 

Aufgabe 5. Die Gleichung eines Kegels ist für 
rechtwinklige Achsen 
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g 12. Die Transformation auf die Haaptachsen. 85 

wie Aufgabe 4 

Aufgabe 6. Die Gleidhimg eines Kegels im System 
Xz^fi^v^&O" ist x^ — y^-f-3z^^0; welche Winkel 
machen seine Hauptachsen mit den Koordinatenachsen? 

Wir transformieren zunächst anf ein rechtwinltliges 
Acbseosystem, Die neue (y') Achse sei mit der alten 
identiseh, zur x'-Achse wäilen wir die Linie, welche in 
der y-Ebene den Nebenwinkel von ^ halbiert, und die 
z'-Acbse senkrecht auf der x'- und y' -Achse; sie liegt, 
wie geometrisch ohne weiteres klar, in der Ebene, welche 
den Winkel /^ halbiert, in der auch y bezw, y' Hegt. Wir 
haben dann (vgl. Teil 1): 

(X' x) = 120"; (x' y) = 90»; (x' z) = 60**; (y' x) -= 60**; 
(y;_y)=-0; (y'z)=-60"; 

cos (z' x) = — ; cos (z' y) = ; cos z' z = — . 

Nach § 18 Teil 1 erhalten wir ans x -|- y -]- z ^^ y' 

— — T-z' etc. leicht: 

4 __ 

x = -x' -z'; y = y'H ^z'; z = x' ^z'. 

Aufgabe 7, Die Hauptform eines Kegels ist üj x^ -f- . 
= 0; Gleichung des Tangentenkegels von einem Punkt 
P{^... (vgl. § 4), geometrisch ist klar, dafs der Kegel in 
i Ebenen zerfällt, und dafs SP die Doppelgerade. Die 
^ebt entweder aus P^(s8') — ^(s) G-(8') = 
oder ans der Gleichung der F^ in Strablenkoordinaten 
mühelos Wj^ ~ g Vl^ : e, wo e = V ^, l^ \ K(!^ etc. und 
man sieht, dafs die Existenz vom Zeichen der Potenz des 
Kegels in P abhängt. 

Aufgabe 8. Zu beweisen, dafs jede Ebene durch die 
Spitze den Kegel in einem Kegelschnitt sehneidet, dessen 
Doppelpunkt die Spitze ist. 

Wenn x eine Lösung des Systems, so ist l x etc. 
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86 III- Die uneigentlichen Flächen zweiten Grades. 

ebenfalls eine Lösung. Man kann den Satz auch durch 
Koordinatentransformation beweisen, da bei jeder Drehung 
um den Nullpunkt die neuen Koordinaten homogene lineare 
Funktionen der alten und y. v. bleiben. 

Aufgabe 9. Die Gleichung des Schnitts des Kegels 
>L^x^ -|^ . . . ^^0 durch die Ebene ux-^vy-j-wz^^O auf- 
zustellen. 

Nimmt man als x'-Achse den Schnitt der Ebene {«) 
mit der y-Ebene, die z'-Achse in e senkrecht auf s', und 
y' senkrecht auf beiden, so hat man, wenn u*-|-w^;^p^ 
und u^ -]- V* -|- w^ ^ q^ gesetzt wird, das folgende Tableau, 
wo die Cosinuszeieheu fehlen. 

(x' X) = — ; x' y ^= ü: x' z ^ — 

ly x) = — ; Y y =^ — ; y z ^ — ■ 

, , -, — wv , P , 1^ 
(z' X) = — — — : z y ^ -^; z z ^^^^ ■ , 

"- ' pq q pq 

hieraus 

u , , w , wy , ^ 
X =^ — x' H y' z' etc. 

P ' q pq 

und daraus für den Schnitt, fUr den y' = ist, 

xH^ + z^b'^-(~2abxz^0, 
womit zugleich Aufgabe 8 bewiesen ist. 

Aufgabe 10. Durch einen Punkt ala Spitze und einen 
durch den Schnitt eines Kegels mit einer Ebene gegebenen 
Kegelschnitt den Kegel an legen. 

Aufgabe H. Alle parallelen Ebenen, welche nicht 
durch die Spitze gehen, schneiden den Kegel in homothetischen 
Kegelschnitten. 

§ 13. Der Cylinder. 

Unter Cylinder verstehen wir einen Kegel, dessen Spitze 
im Unendlichen liegt, bezw. eine P^, deren Doppelpunkt S 
im Unendlichen; wir beschränken uns, heifst dies, anf 
Cylinder zweiten Grades. 

Wir haben wieder das System der vier (Tj(s)^=0, also 
E :E -. ^ : 87 = o,, -. a„, : a„. : ß... wo die « die Koeffizienten 
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) 13. Der Cylinder. 
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von ai4 in A bedeuten. Da S im Unendlielien, so mnfs 
«^^ = sein. Wir haben aJao für den Cylinder 1) A =3 0, 
wie beim Kegel 2) a^^^O nnd 3) dürfen nicht alle «u 
zugleich verschwinden. Ist «^^ = 0, so hegt die Spitze in 
einer Paiallelebene zur x-Ebene, ist auch noch ci^^ = 0, 
80 liegt sie in einer Parallelen zur z- Achse. 

Da S4 =^ 0, so ist Sj^ : Sj : Sg — b^g : b^^ : b^^, wo die b 
die Bedeutung wie in § 11 haben und die Gleichungen 
des Paragraphen bestehen bleiben. Der nnendUeh ferne 
Doppelpunkt oder die Spitze des Cyllnders liegt also in der 
Richtung der Geraden, deren Riehtungsfaktoren b^^, . . , sind, 
bezw. b^^, . . . bezw. bj^,,.. 

Jede Gerade, welche diese Eichtung hat, heifat 
Achse des Cylinders. 




(Hyperbolischer Cylinder mit seinen Asymptotenebent.n ) 
Aufgabe 1. Das Koordinatensystem so m trans 
formieren, dafs die neue z- Achse in die Richtung der 
Cylinderachse fällt. 

Die Richtungskoordinaten seien /^j, y^^, y^^. Man hat 
ei = rii9i' + yi3s/ +71383' + 0s^'; 
s^ = 0s,' + 08/+08a'+Si', 
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88 III- Die un eigentlichen Flächen zweiten Grades, 

WO y^^, y^j, y^^ die Richtaugskoordinaten der neaen x-Aeäse 
ete. bedeuten beaw. bei rechtwinkligen Achsen den Cosinus 
der Winkel, welche die neue x-Aehse mit den alten Achsen 
bildet. Man lasse die Richtungspunkte ins Unendliche räcken, 
d. h. setze die Pnnkte y ) Jg ^g 0; /a i^ia, ^'^ai/äs' ^' 
J'al^'is; ^sB' /asi ^1) ^** '^'^^^ '*'so > '^'^'^ J'a beliebige un- 
endlich ferne Punkte und y^ 1 e bp tze ist. Da j 0, 0, 0, 1. 
80 haben wir, wenn G-(8l die gegebene Form: 

&(s)-8,'^G0',) + s, &(^) + s,'^(J(7,) 

+ 2s,'8,'P(j',j',) + 28a'VP(nr3) + 2s,'s3'. 

P (y. n) + 2 s/ 8/ P (y, 0) + 2 8a' s; P (n 0) 

+ 2 8,'9;P(j'3 0) + 9/^a,,. 

Weil y^ die Spitze, sind (^{y^\ PCnrs). PC^a^) alle 

=^ 0; also reduziert sich G{s') bezw. G{8), wenn die Striche 

wegfallen, auf 

1) s? GO-,) + 8^ G(7,) + 8^a,, + 2s, 8, P(/, j-,) 
+ 2s^s, Pd-j 0) + 2sa s, P(/3 0), 
also (vgl. S. 74). 

Dreht man eine Achse in die Richtung der 
Cylinderaehse, so verschwindet die betreffende 
Koordinate aus der Form des Cylindera. 

Aufgabe 2. Die Polarebeneu aller Punkte gehen 
durch die Spitze, da für deren Koordinaten alle 4 a 
verschwinden, wie beim Kegel. 

Aufgabe 3, Alle Punkte, welche auf derselben 

Parallelen nach der Spitze, also auf derselben 

Cylinderaehse, liegen, haben dieselbe Polarebene. 

Für diese Punkte ändern sich in 1) s^ s^ s^ nicht, 

sondern nur s^ und dies kommt in 1} nicht vor. 

Aufgabe 4. Liegt ein Punkt P auf dem Cylinder, 
so liegt die zugehörige Cylinderaehse ebenfalls auf 
dem Cylinder. 

Aufgabe 5. AUe Punkte des Cylinders, welche auf 

derselben Achse liegen, haben die gleiche Tangentialebene, 

Aufgabe 6. Alle Ebenen, welche durch die Spitze 

gehen (d. h. die Richtung der Cylinderaehse enthalten), 

schneiden den Cylinder in Geraden, welche Cylinder- 
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§ 13. Der Cjliiider. 89 

Aufgabe 7. Parallele Ebenen, welche keine Cylinder- 
achse enthalten [nicht durch die Spitze gehen), sehneiden 
den Cylinder in kongruenten Kegelschnitten. 

Die Schar dieser Ebenen ist in der Form ax-j-by 
-|-e(z — = enthalten, wo C variabel; die Gleichung 1) 
ändert sich nicht, wenn man den Ursprung in der z-Äehse 
nach dem Punkte x=;0, y = 0, z = 5 veracMebt. 

Die Gleichung läfst sich noch vereinfachen; es lassen 
sieh generaliter die Glieder, welche die Koordinaten x und y 
in der ersten Potenz enthalten, beseitigen, und das Glied 
mit xy. Wählt man y^ in der Polarebene von y^, so ist 
P()'aJ'i) = Oi ^f^s Glied xy fällt weg. Setzt man dann 

s = s,' — 8» , etc., so erhält man (Striche fehlen) 
' ^m) 
2) s^ G (yO + sä G (7j) H- Cs| = 0, 

wo C leicht zu bilden. 

Der Kegelschnitt, den 1 bezw. 2 bei festem z 
darstellt, ist dann ein centraler; der Punkt, dessen 

P(y 0) 

alte Koordinaten — ■ >, ■ , ■■ ! -■■■- etc. sind, sein Centrum. 

Es kann aber vorkommen, dafs dadurch, dafs P (y^ y,) 
^ gesetzt wurde, von selbst G (y^'j bezw. G (y^) ver- 
schwinden, und dann rlickt der Mittelpunkt ins Unendliche; 
der Kegelschnitt wird zur Parabel. 

Es ist 

GW G (y.) - l'M/'i /.) = (/n «f/ + r.i «.' 

+ y«! ^s±) (yia -?? 4- ■ • -) — (Tu »? + • ■ ■) iri^ -^i' + - - ■) 

Bezeichnen wir dieselben Verbindungen der y, die wir 
hei den an mit biK bezeichnet haben, mit da, so erhalten 
wir unter Benutzung der Formeln 5 und 6 des §11 

3) Giy,)G[y^)~P'iy,y,) 

= (bis ^13 + \i \s + hs ^hbT ■ \z =" Q- 

Da aber b,g, b^^, (3jg, d^^ den Faktor Vh^^ haben, so 
hat Q den Faktor \^, d. h. also wenn \^ = und 
P[yjj'j) = 0, 80 ist G(/i) bezw. &iy^) anch gleich Null. 
Ist bgs ^ 0, so haben G (y,) und G [y^] > ' 
Zeichen, ist bgg ;> 0, gleicliee, also: 
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90 III- Die uneigentlichen Flächen zweiten Grrulea. 

Je nachdem bg^, d.h. aj^Oj^ — ai2>0, =0, <0 ist, 
wird der Cylinder von jeder Ebene, die die Aehsen- 
richtiiug nicht enthält, in einer Ellipse, Parabel 
oder Hyperbel geschnitten nnd je naebdem helfet 
der Cylinder: Elliptisch, Parabolisch, Hyperbolisch. 

Der elliptische Cylinder wird, wenn C dasselbe Zeichen 
hat wie G (j'j), imaginär. 

Aufgabe 8. Der Parabolische Cylinder wird 
von der unendlich fernen Ebene berührt. 

Für jeden unendlich fernen Pmikt des Cylindera ist 
die Bedingimg des Ineinanderliegens von Pol und Polare 
erfüllt; die Tangentialebene eines unendlich fernen Punktes 
der Fläche geht dnrch jeden andern unendlich fernen Pankt. 
Da jede Ebene, welche den Cylinder berfthrt, ihn in einer 
Kante berührt, so hat der Parabolische Cylinder Eine nn- 
endlieh ferne Kante. 

Aufgabe 9. Der eUiptiaebe Cylinder hat keine (reelle) 
unendlich ferne Kante, der hyperbolische zwei. 

Aufgabe 10. Die Spitze eines Cylinders liegt in der 
Richtung a, b, c, der Cylinder soll durch den Kegelschnitt 
q)^ (s) ^= 0, (p^ (s) = hindurchgehen. 

Da eine Verlegung des Ursprungs in der Eiehtang der 
Cylinderachee die Cylindergleiehung nicht ändert, so mufs 
^* (s -[- a r s^) = and tp^ (s -f- a r s^) = sem. Aus der 

zweiten Gleichung erhalten wir r = — — ^-^^j — ;r— und das 

° 9)^(abc0) 

giebt für die Gleichung des gesuchten Cylinders 
(p^\3,)(p^(s)~2(p^(s)^H^^)'P(s,a)-\- (/)i°-(8)(pMabeO) = 0. 
Aufgabe 11. Um einen gegebenen Quadrik G (s) den 
Cylinder zu besehreiben, dessen Achse gegeben ist. 

PMs a b e 0) — G (s) G (a b e 0) = 
80 z. B. ist der einer Kugel umschriebene Cylinder, dessen 
Acbsenrichtungswinkel a, ß, y sind (rechtwinklige Achsen, 
Centrum Ursprung). 

C ^ x^ sin^ « + y^ sLq^ ß-^'i? sin^ / ■ — 2 x y cos « cos j? 

Da sin^ c = cos^ /9 -|- cos^ -^ etc., so ist sofort klar, dals 
C (cos «, cos j5, cos y) ^ 6 ist. 
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§ 14, Die Transformation anf die Hauptaclisen. 91 

§ 14. Die Transformation auf die Hauptachsen. 

Jedes System konjugierter Durohmesser eines Sohnitt- 
kegelaehnitta bildet mit der Kantenrichtnng ein Poldreikant. 
Um das reehtwinklige zu finden, betrachten wir eine ßeyesehe 
Achse durch 0, auf der ein unendlich femer Pol a { Sj'jSg', s^', 
hezw. \ x', y', z', liegt, es ist dann wieder 

<F^ (a) = X x', ög (a) =^ X y', ffg (a) = l z' 
und wir erhalten das Gleiehnogssysteni n des | 7 und somit 
für / die Gleichung A (A) — 0, welche, da a^^ = ist, die 
Wurzel hat (vgl. S. 65), Sie reduziert sich auf 

41 Xß^~~Xs-\-a) = (i, 

wo s = a^, + äjj -f- agg, ff = bn + \^ -\- \g ist. Die 
Wnizel X^=0 giebt, wie vorauszusehen, als eine dieser 
Achsenriehtungen die Richtung der Cylinderkanteii mit den 
Faktoren \^, \^, bg^. Wir nehmen zunächst an, dafs 
\g zfz. 0, dann sind die beiden Wurzeln X^ und X^ von 
verschieden. Die Resultate des § 12 bleiben bestehen, die 
drei Hanptachaen stehen aufeinander senkrecht. Wir wählen 
ihr Dreikant znm Koordinaten-Äehsen-Dreikant nnd ordnen 
die neue x-Achse der Würfel A^, die neue y-Achse der 
Wnrzel X^^ die neue z-Achse der Wurüe! X^ = ü zu. Es 
wird dann '^ {y-^y^ von selbst zu Null, ^{y^ und G (y^) 
werden wieder zn X^ und X^ and wir erhalten 
s? X^ + Sa A, + s! a,, + 2 Sj s, P (7, 0) + 2 8, Sa P {y^ 0) ^ 0, 
wo wir für P(j'].20) auch schreiben können G^{y\,i)- 

Verschieben wir nun das Koordinatencentrum nach 

^ I ,* ; * , z :^ z, so erhalten wir die Normal- 

form des centralen Cylinders 

5) sUt + sUa + C -- 0. 

Die Eichtungsfaktoren der drei Hauptachsen sind 

\-i — ^-\:\H%^ 
wo zur Vereinfachung von (Saa die Gleichung 4) benutzt ist. 
Der Cylinder kann angesehen werden, als F^ mit einer 
ganzen Linie von Centren, da jede Sehne, welche durch 
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92 Uli Die uueig'entlichen Flächen zweiten Grades. 

einen Punkt M geht, in M halbiert wird. Der Cyiinder ist 
elliptisch, ■wenn l^ und k^ das gleiche Zeichen haben, dann 
mufs in 4) a> sein, da aber (y=yy,i-\~\^ -\-\s (vgl. 
5) und 6) des § 3} gleich Vs^ (bn-fbaa + bBa), so heifst 
dies also bgg > wie bereits bewiesen. Ebenso ist der 
Cyiinder hyperbolisch, wenn ff <C 0, d. h. \^ < 0. Wenn 
bgg = 0, rückt M ins Unendliche. Der elliptische Cyiinder 
ist imaginär, sobald C in 5) dasselbe Zeichen hat wie A^und X^. 
Die Berechnung von C vereinfacht sieh zwar dadurch, 
dafs a^^ b^3 -\- 3.^^ bjg -|- a^^ \^ ^=; 0, indessen ist sie für die 
Entscheidung über die Art des Cylinders nicht nötig. Man 
kann den Satz benutzen: 

Aufgabe 1. Alle Ebenen, welche die Kanten schneiden, 
sehneiden gleichartige Kegelschnitte ans. 

Die Ebene z = schneidet den Cyiinder in der 0^ 

a^ j x^ + 2 a^j xy + a^a y^ -f 2 aji X -|- 2 a^^ y + a^j = 

und diese ist Ellipse und reell, wenn \^ > ond a, ^ a^^ >■ 0, 

Ellipse und imaginär, wenn \^ > und a^^ a^^ <; 0, Hyperbel, 

wenn \^ ■< 0, und Parabel, wenn b^g =^ 0. 

Man siebt aus dem Anblick yon C sofort, dafs wenn s, 
d. h. aj^ + 3^2 + äga > 0, und a^^ auch ^ t), dann C > 0, 
d. h. der Cyiinder imaginär ist. 

Aufgabe 2. Die Berechnung von C. 

Es ist ^^ = -^ (ff, {ßj)', wo ni = ffj; + ß^, + /sr. 

==ßU{ßn + ßl2 + ßl,) = ßl^; r - <7~ 2i,9 + /-? = ->.i8, 
also ni = — ßlsK^- Es ist 

a^ (ß^) = \ , ß\g + aa4 ßU + »34 ßk- 
Weil «44^=^0, gelten die Gleichungen a^iba-f- a^^ bäi 
+ ag4b3i = 0, also a^^: a^j : a^j = b (b^g) : blb^a) : bCh^g), 
wo das b vor der Klammer andeutet, daXs wir dieselben 
Verbindungen mit den bü vorzunehmen haben, wie früher 
mit den a;k, um die bii, zu bilden. Die drei Koeffizienten 
sind einzeln 0, aber sie verhalten sich wie 3^3:333; agg, 

folglich o, (,»■) = 3a- i, ßU, »IBO -^iial = ^ 3k A md 
a»^ ^ 8 / 
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g 1&. Der Pai-abüliaehe Cylintier. 93 

Aufgabe 3. Keehtwinklige Koordinaten; Fläche 
{ii(x — a) — az)'^-{-(ii(x—ß') — bzj- — r^ ^ 0, wo abea, 
r Konstanten (a, b, e Riehtungsfaktoren der Spitze ; Schnitt 
durch die Ebenen z = d? Hauptform?) 

Aufgabe 4. Cylinder, dessen Achse der Schnitt der 
Ebenen x a -|- y b -|- z c ^^ 0, x a' -|- y b' -|~ z o' =^ ist. 

Bezeichnet man die erste Form mit e und die zweite 
mit e', so mufs, wenn ein Punkt P { ajSy { p auf der Fläche 
liegt, auch die ganze Parallele zur Aehsenriehtung; auf der 
Fläche liegen. Die Gleichungen dieser Parallelen sind 
e — Kp = 0, e' — f p' = 0, es mufe also die gesuchte Gleichung 

6) <f^ {e, e') ^ 

sein, wo <p^ eine Funktion zweiten Grades bedeutet. 

Aufgabe 5. Cylinder, dessen Achse der Schnitt der 
Ebenen e ^ 0, e' ^0 ist und der durch den Kegelschnitt 
<p^ (x, y, z) = 0; e" = hindurchgeht. Aus den drei 
Gleichungen ax-j-by + oz^^e; a'x-|-b'y-(-e'z = e'; 
a" I + b" y + c" z = bestimmen wir x, y, z als Funktionen 
von e und e', und setzen diese Werte in <p^ (x, y, z) ^ ein, 
das giebt ip^ {a, s) =^ 0. Diese Gleichungen stellt a) einen 
Minder dar, b) ist sie erfttllt, wenn y (x, y, z) = und 
a ' X -|- b" y -j- c" z =^ ist. Welche Bedingung mlissen die 
drei Ebenen erfüllen? 



§ 15. Der Parabolische Cylinder. 

Wenn in der Hauptachsengleichung des Cylinders ö = 
wird, d. ii. bjg = = a^, a^j — a^a, so wird generaliter eine 
zweite Wurzel X der Hanptachsengleichung 0, und alle ha 
sind 0. 

Aufgabe 1. Die Äasnahme zu untersuchen. 

(w^ w^ \ 

i+-4 + -f ), 
' wj ' w^ /' 

also wenn b,, = und -rr^^ endlich und bestimmt bleibt, 
bo, : b,„ und b^^ : b„„ =^ 0, so verschwindet ff i 



allgemeinen nicht. Dies tritt ein, wenn die Cylinder- 
achse auf der z-Achse senkrecht steht. 
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Dafs alle biki von der Ausnahme ahgeaehen, yer- 
sehwinden, folgt aus den Gleichungen 5 und 6 des § 11,. 
denn weon \^ = 0, so sind auch bjg = und b^g = 0. 
Wenn aber die Achse eine bestimmte Kichtnng hat, so sind 
\^ : bjj und bjg : bgg bestimmt (den Ausnahmefall Aufgabe 1 
werden wir bei den Kreisschnitten näher betrachten) und 
folglich h^i=^\3(bi3 :ba8)^^0 und b^j desgl. und ebenso bü,. 

Aufgabe 2. Den Beweis des Verschwindens der bit 
geometriach zu fuhren. 

Es sind die Richtungskoordinaten der drei Achsen l 
den G-röfsen a^^, a^,, agg proportional, da mit bg^ auch bjg 
und bgg verschwinden. Die Eichtungscosinus x, y, z der 
Achse Ij = J-g = genügen den Gleichungen ct] (a) ^0, d, h. 
aii^ + %üy + ai32 = 0; aiaS + aa^y + a^^z-^O; 
aisX + a^^y + aggZ^O; 
d. h. die Achse steht auf den drei Geraden gi{ä^n %a!a^g; 
Sü { ^2 i Sai ^3 senkrecht. Die drei Richtungen gehören 

also Einer Ebene e an. Ist nun b„, = 0, d. h. — ^ ^^ — ^^i 
ajg a^j 
so sind die xy-Projektionen von g^ und g^ der Richtung 
nach identisch, d. h. also; die Ebene s enthält der Richtung 
nach die z-Achae. Die Cylinderaehse i = steht also auf 
der Ebene e senkrecht. Die Gleichheit zweier Achsen ist 
aber vom Koordinatensystem unabhängig, ist invariant und 
es müfste also die Cylinderaehse auf jeder beliebigen zweiten 
Achse, d. h, jeder Geraden, senkrecht stehen. Der Wieder- 
spruch löst sich nur dann, wenn die drei Geraden g^, gg, gg 
in eine Einzige zusammenfallen, d. h. also: wenn 
alle b = 0, d. h. 

1) Bjj^ : a^j : a,^ = a,^ : a^^ : a^g =^ a^^ : a^^ : a^g, 
d.h. aber K(s) in G(s) ist ein vollständiges Quadrat. 
Dies ist also die nütige und hinreichende Bedingung, dafs 
G(s) einen parabolischen Cylinder darstelle. 

Aufgabe 3. Die Richtung der Achse zu bestimmen. 

Die Cylinderaehse mufa auf g J a^g senkrecht stehen und 
zugleich auf g|a,,, a^.,aaj, weil für ihren unendlich fernen 
Punkt a, b, e, (die Spitze oder Doppelpunkt) alle vier a, 
also auch ö^ | a^^ a -j- a^^ b -|- ag^ c verschwinden. 
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§ 1&. Der Parabolische Cyliuder. 95 

Aufgabe 4. DieHauptform des ParaboUscben Cylinders 
herznleiten. 

Die Gleichung 4) des vorigen § geht, da P {y^ 0) =^ 
ist, über in s^ X^ + 8^ a^^ -\-2s^s^ a^ (y^) =^ 0, wo J.g =^ s 
= a^^ -f" i^^a + ^31 woraus sieh sofort als Hauptform ergiebt 

2) 1)^/3 + 2^0-^0. 

Aufgabe 5. Die Form 2) direkt ans der gegebenen 
Form G (s) ^ herzuleiten. 

Die Bedingungen 1) sagen uns, daCs K (9) ein voll- 
ständiges Quadrat, d. h. dafs 

G (s) t (x /^ + y /^ + z Yä;^X' + 2 X aj, 
-]- 2 y a^^ -|- 2 z a^i + ^i* 
oder 

Gw{|(x /;:;+. ..)' + ... 

Setzt mao nun 1?=^ |/ — ^ + ■ ■ ■? ^-^^ ^^^o, da V\^ 

:Vä^:/ä^ = a^3 : Sjj : ag3, setzt man die neue y-Äehse 
parallei g^, so kommt G (s) { b ij^ -f- 2 a^^ x -f , . . 

Setzt mau nun n^ = a^ -j- a^i -|- a^^ und ng^-aj^x 
4- a^, y + a,4 z, d. b. also die neue x-Achse parallel g^, 
so erhält man 

G{s»;^ + 2ng + a,,. 

Verschiebt man die Koordinaten parallel nach 0, 0, -^ — , 
so ergiebt sich uns 2). 

Ist a^j ajg -\-^si^8 ~\~ %4 ^»8 = ^' ^^ stehen auch gg 
und gj aufeinander senkrecht und die g-, »j- und z-Aehse 
büden ein rechtwinkliges System. Die Gleichung 2) stellt 
bei beliebigem 2 eine Parabel dar, bezogen auf ein Paar 
konjugierte Achsen, 

Aufgabe 6. Fläche x^-|-4xy-|-6xz-|-4y''4"12yz 
+ 9z' + 2x + 4y — 6z+l = 0. 

Aufgabe 7 wie Aufgabe 6), aber Koordinatensystem 
X = fi = v= 60". 

Winkel der Hauptachsen mit den gegebenen Achsen. 
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IV. Absctmitt. 

Die eigentliclieii centralen Flächen zweiten 
Grades in allgemeiner Behandhmg. 

§ 16. Der Asymptotenkegel. 

Die allgemeine Form der ei^entliehen. F^ mit Centrum 
wax G (s) =^ K (s) + 8^ E (s) = 0, wo A ^- 0, K (s) die Form 
eines Kegels, d, h. a^^:^0 und E (s) eine Ebene. Wählte 
man das Centrum M ] «i, zum Ursprung, so reduzierte sich 
E (8) auf a\^ Si -= c s, ^ (Ä : G^^) b^, d. h. E{ä)^0 wttrde 
zur unendlich fernen Ebene. 

Anfgabe 1. Die Transformation auf das Centrum aus- 
zuführen. 

G (s) = ali K (s') + 2 (s, a, (M) + s, a^ (M) + s^ a^ (M) 

+ o^ (M)) ßi, s/ + 8'4 G (M) { K (8') + A : a„. 

Die Konstante C kann man auch gleich — 1 setzea, 

da der Kegel K (s) sieh durch Division mit — C, welches 

9^ ist, nicht ändert, bezw. der Längenmafsstab auf dem 

Kegel beliebig ist, wir haben daher 

G(s){K(s) — S4--0{K(xyz) — 1 = 0. 
Der Kegel K(s) — hiefs der Asymptotenkegel, da 
für s^ = 0, d. h. für alle unendlich fernen Punkte G (s) { K (s). 
Aufgabe 2. Jede Ebene sehneidet die F^ und ihren 
Kegel in homothetisehen Kegelschnitten. 

Aufgabe 3. Die Hauptachsen des Kegels und all- 
gemeiner jedes System konjugierter Durehmesser des Kegels 
bilden ein System konjugierter Dnichmesaer der F^. 
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§ !6. Der Aajmptotenkegel. 97 

Die Grrörsen ffj, a^, o^ sind für beide Flächen identisch. 
Aufgabe 4. Der Kegel K und die F^ haben im End- 
lichen keinen Punkt und keine Tangentialebene gemein. 

Aufgabe 5. Eine Gerade, welche einer Kante des 
Kegels K parallel ist, schneidet die F^ im Unendlichen. 

Sind »j b, die Eiehtungsfaktoren einer solchen Geraden, 
so ist K (a, b, c) = also G (a) = K (X(,) + 2 r P (x^, a) 
-j- r* K{a) ^ l ^ eine quadratiaehe Gleiehnng, fllr welche 
der Faktor Yon r^ ^ 0, d. h. also: eine solche Gerade hat 
mit der F^ einen Punkt im Unendlichen und generaliter einen 
Punkt im Endlichen gemein (ygl. S. S. VIII S. 3 und 4). 

Aufgabe 6. Eine Gerade, welche einer Kante von K 
parallel ist und in der Tangentialebene desselben in dieser 
Kante liegt, hat mit der Fläche entweder keinen oder alle 
Punkte gemeinsam. Das Letztere tritt ein, sobald die Gerade 
einen Punkt mit der Fläche gemeinsam hat. 

Aufgabe 7. Eine Tangentialebene an dem Kegel K, 
welche die Fläche F^ schneidet, schneidet sie in zwei der 
BerUlningskante parallelen Geraden. 

Aufgabe 7a. Diesen Satz durch Rechnung zu beweisen. 

Man mache die Tangentialebene P (s, a) zur Ebene z ^^ 0. 

Aufgabe 8. Wenn der Kegel Rotationskegel, ist die 

Fläche Rotationsfläche, und wenn der Kegel der Kugeikegel, 

ist die Fläche Kugel. {Au%abe 2; es genügt daher für die 

Kugel, dafs in der Hanptacheengleichung 3(7= s* und 27a =^8®, 

Aufgabe 9. Für den Kegel hatten wir nur die beiden 

Fälle zu unterscheiden: 1) alle 3Ä gleiches Zeichen, 2) zwei 

gleiches Zeichen, das Dritte entgegengesetztes; wie viel Fälle 

haben wir fllr die F^ zu trennen? 

1) alle 3 i. negativ (das ursprüngliche K (s) ist mit 

e =; dividiert), 2) alle 3 l positiv, 3) zwei X positiv, 

das dritte negativ, 4) zwei l negativ, das dritte positiv. 
Die zugehörige F* unterscheiden wir als 1) imaginäres 
Ellipsoid, 2) (reelles) EUipsoid, 3) einachaliges Hyper- 
boloid, 4) zweischaliges Hyperboloid, deren j 
same Hanptform 

G (s) = ^, x' + Ü-a y' H- A, z^ — 1 -- 
wir fortab zu Grunde legen. 
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98 IV. Die eigentlichen centralen Fläolieii zweiten Grades etc. 

§ 17. Ebene Schnitte. 

Um denSehni« der Ebene E (s) { s^b^ + s^ b^g +83 bg^ 
+ s^bjg = mit G (s) zu nntersncben, kann man E (s) zu 
einer der Koordinatenebenen maeben, wie wir dies schon 
Teil 1 gethan baben. 

Aufgabe 1. Scbnitt der Ebene x + y-j-z— 1 — 
nnd der Fläche G (s) = 0. 

Um das Koordinatensystem in der Ebene so zu haben, 
wie es in der Ebene gebräuchlich, wählen wir die Schnitt- 
linie der Ebene als ^-Achse und in der Ebene -f-| rechts 
von +Ci HHd V ^^^^ ~\~J '^^^ senkreebt auf E, Es ist 

dann die t-Achse { ^ — ; : y = 0; die n-Aehse 

l cos ip sm fp 

) „ ^ J_ =^ _ wenn E { xu -|- y v -|- zw ^ ist, d. h. wenn 
wir den Ursprung zunächst ungeändert lassen; die I-Achse 
bestimmt man dadurch, dafs sie auf der Ebene (fr;) j^v 
sin (/i X -f- (n sin qn — w cos (p) y -{- z v cos <p ^ senkrecht 
steht. Der Winkel <p ist dnreb seine Tangente bestimmt. 

Es ist sm cp =^ — — -, cos «) ^ wo p^ = u'^ + w''; 

T p p 

setzen wir noch n^ = u* -f- ^^ ~l~ "^^1 ^^ i^*. das Tableau 



0; 



' ' n p 
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g 17. Ebene Schnitte. 




<-ür die 


schneidende Ebene ist ij — 


- 0, ala( 


^"p¥ 


-5~?y--^5-- 


pn - 


;st die schneidende Ebene u x + v y 


+ wz^ 



^0, so 
verschieben wir das Koordinatensystem parallel in den Punkt, 
in welchem die ij-Aehse die Ebene schneidet, dann mufs für 
„ „ dn , . , , , . dn dv 

£,n,c=iO, X ^ etc. sein, also haben wir , , 

" " ' ' n n ' n ' 

hinzuzufügen. 

Hieristu^-l, v = l, w^l, d = l, i)^V2, a^Vs', 

__| ^ i__L- ^1/2" 1 

/ö ^ y"2 ^ ys 

Wir erhalten den Kegelschnitt 



'(k+h'+¥)- 



Aufgabe 2. Alle parallelen Ebenen schneiden die F- 
in homothetischen Kegelschnitten. 

Da diese an sich einfachste Methode die Schnitte zu 
untersuchen mit weitläufiger Rechnung verknüpft ist, kann 
man die Methode dadurch ändern, dals man durch die 
Schnittkurve eine passende Speaialfläche zweiten Grades 
legt. Wir wählen einen Cylinder, dessen Achse auf der 
Schnittebene senkrecht steht, also die gleichen Hiehtnngs- 
faktoren hat. Wir haben dann 

1) C(s) = G(b) + E(s)H(b) = 0, 

dennC(8) mnCs verschwinden, sobald G(s) undE(s} gleich 
zeitig verschwinden. H (s) = stellt dann eine zweite Ebene, 
die Nebenebene, dar und G(s) = und H(s)^^0 be 
stimmen die zweite ebene Schnittkurve der beiden Flachen 
zweiten Grades (vgl. § 1). H (s) ist dann völlig bestunmt 
es sei ! 2 u, 2 v, 2 w, d. Es hat dann C (s) die Koefh/ienteu 
der Glieder zweiten Grades in x, y, z 
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100 I^' I'ie eig entließen centralen Flächen zweiten Grades etc. 

aj, = i-j -|- 2 b,gU; a^^ = b^gV + b^gW; a^^ ^^b^gW 4- bggU 
aaa = '^-|-2bs,8v; a^^ = b.^w -f bg, v; a^^ =1, + 2b^,w. 
Man sieht sofort, dafs C (s) sieh nicht ändert, wenn 
man b^g . . . mit n . . . vertauscht. Setzt man wieder 
*ii + ^3 +3gg ^^ s, \^ ^ \^ -{- \^ =^ a, so haben wir 
für die Hauptachsen des Cylinders, welche ::/- sind, die 
Gleichung 

2) L^~Ls + ff-=0 

und für die Richtungsfaktoren der Cylinderachsen 

b'jg, b'gg, b'ggi b'^g + L'a,3; b'sj+L'asg; 

b'gg -j-L'ags ete. 

Da die Cylinderachsen die Richtnngsfaktoren bjg etc. 

haben, so sind die gestrichenen b von den ungestriehenen 

nur durch einen konstanten Faktor verschieden, und so lange 

dieser nicht 0, ist es gestattet sie zu identifizieren. 

Die G-leichung 2 ist zugleich die Hauptaehsen- 
gleichung des Schnittes. 

Aufgabe 3. Die Richtung der Nebenebene zu bestimmen. 
Da für den Cylinder g^^ = 0, so haben wir zur Bestim- 
mung von u, V, w das System anb'^g-l- a^ib'^^-]- 3.^ih'g^ = 
oder 

3) uffb'sg+b',3(ub\3+vb',, + wb',3) 

+ t'ia ^1 = etc. 
wo ea in 3) gleichgültig ist, ob wir b oder b' meinen, dagegen 
ff = (b'?a + b'aa + b'^) : b'^g — b'^g : COS^ y = b'^^ : cos ß 
cos y = h\g : cos a cos y, wo a, ß, y die Richtungswinkel 
der Schnittebene E sind. Bezeichnet man die dem Cosinus 
des Neigungswinkels zwischen Haupt- und Nebenebene pro- 
portionale Gröfse mit S-, und führt man als Unbekannte 
ub'-,g, vVjg, wb'gg mit x, y, z ein, so haben wir nach 
Division mit h\g etc. 

3a) — \— + ^ -f- A, ^ ete, 

und da ^ = x -(- y -|- 7. ist, erhalten wir für ^ 

4) — 2 * = ij cos* a + h "0^^ ß~\~K ^^^^ y- 

Die Gleiehungen 3 a) bleiben, weil nur von den Quotienten 
der b abhängig, auch für den parabolischen Cylinder richtig. 
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§ 17. Ebene Schnitte. 101 

Aus 3) sieht man, dafs, aobald einer der Riebtunga- 
faktoren von E, a. B. bj^^ versehwindet, auch der entsprechende 
der Nebenebene versehwindet, z. B. u tind damit a^^ und a^g. 

Aufgabe 4. Ist die schneidende Ebene einer der 
drei Haoptaehsen parallel, bo ist es auch die Neben- 
ebene und die eine Hauptachse der Schnittkurve ist 
der betreffenden Hauptachse parallel. 

Aufgabe 5. Die Qualität des Schnittes zu bestimmen. 

Der Schnitt ist Ellipse, Parabel, Hyperbel, je nachdem 
der Cylinder elliptisch ete., d, h. also nach § 13, je nachdem 
'^38 Z> 0, ^^0, < 0. Es ist aber \^ = a,j a^g — a^, und 
es ergiebt sich 

5) \^ = eos^j' ßji.^ cos" ^' + ^2^3 cos-tt-f- Igl^ eos- /S) 

= cos^ y R 
also der Schnitt ist Ellipse, Parabel, Hyperbel, je 
nachdem R>0, =0, <0 ist. 

Aufgabe 6. Die Hauptaehsengleichung des Schnittes. 

Aus 2) ergiebt sich, da a^ SX-\-2-!^ ist und (jr^K^ 
: cos- / = R 

6) U — hX). sin'^ß + R= 0. 

Die Achsen selbst sind dadurch nicht bestimmt, sondern 
ihr Verhältnis. 

Aufgabe 7. Die Konstante der Nehenebeue. 

Sei C(8)=-G(s) + 2E(8)H(8), 

wo E(8) = bj3 Sj-J-b^a Sa+bjg Sg-j-ds^ und bjg etc. 
= cos G etc., wo a, ß, y die Richtungswinkel von E, d ihr 
Abstand vom 0-Punkt, dem Centrum der G(s). Sei 
H j u, v, w, — ä, so haben wir zur Bestimmung von d die 
Bemerkung, dafs die Koordinate z' verschwinden mufs, wenn 
man die z-Achse in die Cylinderachse dreht. Lassen wir 
die X- imd y-Achse, so haben wir das Transformationsbild 
I 1 1 
I 1 

I Ki \^ \^ I 

und da das alte System rechtwinklig, so ist das Resultat 
der Transformation, da s = x' + z' h,a, y == y' + z' bg^, 
z = K, z' ist: 
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102 IV. Die eigeiitlicijen centralen Flächen zweiten Grades etc. 

s^ &^^ -\- 2 x y \^ -\- y^a^j -^ 2-s.za^{\^ .. .0) 

+ 2 y z ff^ (bi3 . . . 0) -j- 2 X a,4 -j- 2 y »34 + 2 z cr^ (bj^ . . . 0) 

+ z^G(bi3...0) + a^4 = x'a,i +2xyai, -f y' a^^ 

+ 2 X a,4 4- 2 y »24 + a,^ ^ 0. 

Da ff^ (l),j . . . 0) = sein nrnfe, so erhalten wir 

— d 2 . (u b,g + Y bas + w \^) = 2 <i (b?E + bL + b's) 

oder 

7) 2t5 = — 2*d^d(A^co8-a + A^ eos-/i-|-ig cosV)- 
Das Verhältnis der Konstanten der Sehnitt- 
ebene ond ihrer Nebenebene ist nnr von der Riebtung 
der Schnittebene abhängig. 

Aufgabe 8. Den Pol einer Sehnjttebene zu beatimmen. 
Wir haben f coa a = A^ Xp etc., f d ^= 1, also Xp = A"^ 
yp _ Zp 
b^g V ' "^33 V ' ' 
Hiermit ist wieder bewiesen (vgl. § 5 Aufgabe 10): 
die Pole aller parallelen Ebenen liegen auf emem Dureh- 
messer 2), die konjugierten Darehnieseer der Fläche und 
ihres Asymptotenkegels sind identisch. 

Aufgabe 9. Das Centrnm der Sohnittkurve zu 
bestimmen. 

Aus geometrischen Gründen ist ersichtlich, dafa das 
Centrum da liegt, wo der konjugierte Durchmesser 
die Ebene sehneidet. Rechnung: Zieht man durch diesen 
Punkt x' eine Gerade der Ebene in der Riebtung u, v, w, 
so ist ubig -|- vbgg -|- wbgg ^ 0, wie bekannt; für die 
Schnitte der Geraden mit der Fläche haben wir 

G (X, y, z, 1) -:. G(x' . , . 1) + r f [u b^^ + vb^^ + w b,^.) 
-|- r^ G [u, V, w, 0) = 
und, da der Koeffizient von r versehwindet, so wird die 
Strecke zwischen den Schnittpunkten in x' halbiert. 

Für die Koordinaten des Centrums haben wir, wenn 
wir d : ^3 J.-' 4" bjs ^a"^ + ^8 ^a~"^ ""'* ^ bezeichnen 
8) Xo = bj3 A-ie;... 

Aufgabe 10. Die Koordinaten des Centrums aus der 
Gleichung des Schnitts in Aufgabe 8 zu bestimmen. 
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Aufgabe 11. Den Schnitt der Fläche x^-|-y^ — z^ 
— 1 =^ und der Ebene x-)-y — z— 1 = zu unter- 
suchen. 

§ 18. Ausgezeichnete Schnitte. 

Aufgabe 1. Wann ist der Schnitt eine gleich- 
seitige Hyperbel? 

Es sind die Hauptachsen des Schnitts entgegengesetzt 
gleich, also mufs in deren Gleichung 6, § 17 der Koeffizient 
von L veraehwinden, also: 

1) i.^ sin^ a-\-K sin^ ß + K ^in^ / = 

d- t. (-^^^ + ^a + J-a) -- (^1 eos^ « + ...). 

Man sieht, dafa für die Ellipsoide diese Bedingung (für 
reelle Schnitte) unerfüllbar. 

Aufgabe 2. Die Ebenen, welche aus einer centralen 
F^ gleichseitige Hyperbeln ansschneiden, sind den Tangential- 
ebenen des Kegels mit den Achsen (J-g -\-X^)-', [l^ + ^i)~^; 
{J.i -|- ^)~' parallel. 

Man multipliziere die zweite Form von 1) mit 

cos* « -1- COS^ ß -\- C08^ y = 1. 

Aufgabe 3. Diese Ebenen sind den Tangentialebenen 
an die Flüche, x^ A,~ ^ + y^ ^r ' + z^ V ' — 1 = p arallel, 
welche vom Centrum den Abstand V Ij^ -\- i^ -{- X^ haben. 

Die allgemeine Gleiehang giebt, wenn die Ebene 
J cos ß, . . . d ist, für die Tangentialebene an die Fläche 

i, x^ -|- die Bedingung ä^r= eos^ <x}.f^ -]- aos^ ßl~^ 

-j- eos*y J.-'. 

Aufgabe 4. Die Ebenen dieser Schar durch einen 
festen Punkt P ^ x^. 

(x — Xq-)^ (y — yp)' I (a — \)' _f. 

Aufgabe 5. Wann ist der Schnitt parabolisch? 

Der Cylinder ist dann ein parabolischer, die Cylinder- 
achse { bia steht senkrecht auf der Achse { »j^ a^g a^^ bezw. 
Vau nnd die dritte Achse auf beiden; ihre Eiehtungsfaktoren 
sind p q r, wo p ^^ baj Va^^a — ba,, Vnn etc. Es ergiebt 
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sieh sofort p ^ ^= A^ b^^ -|- A3 b^^ etc., somit, da pbiB-j-qbas 
O-rbäs^O ist, 



2) bi3 V l. b;^ -I- A5 b^j^ + =0 

Befrfit man diese Gleichung in bei inntei "W eisp von 
den IrratiODalitaten so ergiebt sich als Bedingung tur die 
Richtungeko^inuf, der Scbnittebene 

3) (.01 aApi + oos f?A-i+cos > Aj —0, 
d. h.: 

Die Parabolischen Schnitte einer Centralfläche 
zweiten Grades sind den Tangentialebenen des 
Asymptotenkegela parallel. 

Aufgabe 6. Wann sind die Schnitte Kreise? 

Der Cylinder mufs zum Rotationscylinder werden L| 

;= Lj ^ —; o=^~r und nach % 17 



b, 


3 + L, a,, = 0; 


b.s 


+ L, n,,. ■ 


= 0: 


; i>,a — 


« + L, 


as3 


= 0; 




v+|. 


„ = 


■0. 


alao 




1>„ 




S 




anfser wenn eins 

u;v:w = bi3 :b2 

Dann haben 


der 


1), 


z. B, 


!>.. 


gleich 


0; daraus 


folgt 



C(s)-G(s) + cE-^(s), 
d. h. die beiden Schnittknrven sind parallel imd 
unser System a^, b,g-{-.., etc. giebt 

ij _j_c(b2^-f b^3-|-b^3) = 0-, J.a + e(b^, + ..) = 0; 

A, + . . - 0, 



d. h. 



A, == L = ;.,. 



Wenn also keiiis der b gleich Null, somufsGts) 
eine Kagel darstellen, die bu sind willkürlieh, und wir 
finden wieder die bekannte Eigenschaft der Kngel, von jeder 
Ebene in einem Kreise geschnitten zu werden. 

Ist G(8) keine Kugel, so mufs eins der b' gleich 
sein, d, h. die schneidende Ebene einer der Hauptachsen 
parallel sein; dann werden an sich alle b'is gleich Null, 
aber, da die sehneidende Ebene eine bestimmte ßichtnng 
haben soll, so können wir, wenn ■/.. B. b'^j ^ 0, d. h. die 
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§ 1^. Ausgezeißliiiete Sohnitta. 105 

schneidende Ebene der z-Achse parallel ist, setzen b'^^ : b'^^ 
= bgg : bjg und unsere Systeme bleiben, nur w und bg^ 



Wir haben dann, da sl_j,. =/-g, weil b,;.. w gleich ist, 

^) ^11 4" ^22 ^^^si ^>) ^U ^3 ^^ ^is> 

c) a,j bj2 -4" ajjbjg ^:^ 0; a,2big -|- ^^sa ti^g ^ 0, 
oder mit Benutzung Ton b) 

aub^j, = a22b^3, 
rl h an _ aaa _ ag + aaa 

Hs ~ K ~ "^^B + ^'s" 
Es ist erlaubt, bi3 = eostt; ba3=eosf* zu setzen, wo- 
durch 

und damit sind 2ubi5 und 2vbä3 als Funktionen von bia 
und bas bestimmt. Die G-leiebung a) giebt dann 
dl ^3 ^ ^1 b^, + ^2 b^g 

Hiermit haben wir zwei Seharen \on Ebenen, je nach- 
dem wir die Wurzeln mit gleichen oder entgegengesetzten 
Zeichen nehmen, und, da wir ebensogut b,» = oder baa ^ 
(bezw. bn oder b„) setzen konnten, so giebt es im all- 
gemeinen, von Kugel und Kugelkegel abgesehen, sechs 
Seharen von Kreisschnitten, also 

Auf jeder centralen Fläche zweiten Grades, den 
Kegel selbst eingeschlossen, giebt es drei Paar 
reeller oder imaginärer Kreisschnittscharen, iden- 
tisch für die ganze Sehar homothetiseher Flächen, 
ausgeschnitten von Ebenen, welche je einer der 
Hauptachsen parallel sind, und mit den andern die 
durch die Formeln 4) und ihre entsprechenden be- 
stimmten Winkel einschliefsen: Die Winkel zweier 
zur selben Achse gehöriger nicht paralleler Ebenen 
werden durch die beiden andern Achsen halbiert. 

Aufgabe 7. Die Formeki 4) mittels der Kugel als 
Spezialfläehe zu finden. 
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Es müssen G(8) und E(s) { ßx + ^y-f j'z + <5, oder, 
wenn wir von der Konstanten ö absehen, G (s) und « x -|- /? y 
-j- ;' z so kombiniert werden können, dafs die Kugelform 
as*-|-ay^-]- az^ -j' . . . herauskommt. Da die Produkte den 
Koeffizienten haben, muCs eine der «, ß, y verschwinden, 
z.B. y, dann ist für alle Punkte von E a-x^ ^^ ß'^j'^, und 
es wird G-(9) -|-(ß^x^ ^ /S^y^) zur Kugelform, wenn 
Ai + «^ ^ I3; h — ß" = h; also ß- =r J.g — '/.:_; 
^a = Ää — ;i3; a^-\~ß- = L2 — X^; 
d. h. aber 4) -, ^ ,1 1 ■, 

Aufgabe 8. Den Radius des Kreisschnitts zu 
bestimmen mittels der Kugel. 

Sei die Ebene ax+/iy-(-<i wie Aufgabe 7, so läfst 
sieh durch den Schnittkreis die Kugel legen, deren Mitte 
auf der y-Achse liegt bezw. auf der x-Aohse (wodurch be- 
wiesen ist, dafs das Centrum des Sehnittkreises auf der z- 
Ebene). üie Gleichung dieser Kugel ist 
KjG(s) + {«s + /¥y + (i)(cx-/iy-.i)|x^ + y^ + z^ 
2ßyä ö^^l _ 

h K 

wo a und ß wie in Aufgabe 7 l)e8timmt sind. Für das 



Kugelcentrum haben wir Xo =^ 0; y^ ^:^ -y— ; Zo^O, für 
den Radius r'^ = — ^t — _ _j^ £^ — , Bringen wir die Ebene 
auf die Hessesche Foito , so ist ß = baa Yi-i — ^1 ; ^ 
= — d Yh — K-, also r- ^ —^-^. -. Das Centrum Mi 

, o .-...- , d bi3 ^2 d bas ^1 ,, , 

des Schnitts ist x =^ — -^^ : y = r— — ; z ^ 0, also 

haben wir für den Radius q des Schnittkreises p^ ^= r" 
— KMJ; das giebt 

5} ?^ = ^-15 ■ 

Aufgabe 9. Den Radius des Sehnittkreises vermittelst 
des Cylindera zu bestimmen. 
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§ 18. Ausgezeicliuete Solmitte. 107 

Da bja = 0, die Cylinderacbse aaf der z-Aehse senk- 
recht, so brauchen wir nur die x-Achae um den Winkel, 
dessen Kosinus \g ist, zu drehen, setzen also: 

wodareh die §-Aehse in die Richtung der Cylinderaehse und 
das Koordinatensystem rechtwinklig. Wir erhalten dann, 
da a,j = — big \g l^ ist (H 1 2 u, 2 v, 2 w, —2d) 

Der Koeffizient Ton^ ist 0, da nach §17, 7) -^2d = ä2if. 
d.h. 

6) 2 <i = d (i, -f l^ — l^). 




Ferner ist a b^g — v bj^, da 2 b^^ v ^ a^j — l^ etc., 
gleich \s^2iiK~K) gleich VQ-s— C) (^a — K) — ^ also 
7) C==-«.3Z^-|-X3ij^-|-2ijd.'— l + 2d3 = 0, 

1 — 2 d d , d^ r^ X^ — ä^LL 

also p^ = ^ -— = ^— ■ — ; — '—^. 

^3 iL, Xl 

Aufgabe 10. Aus Gleichung 7) die Koordinaten der 
Mitte des Sehnittkrelses abzuleiten. 

femer z^ = 0, also x,, = . 
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108 I^' Ei-6 eigentlichen centralen Flächen zweiten Grades etc. 

Aufgabe 11, Wann sind die KreiaschDitte reell? 

Die Formeln 4) zeigen, dafs abgesehen von der 
Kugel und dem Kugelkegel nur zwei der Scharen 
reell sind, und zwar gehören sie zor selben Achse, 
damit unsere Formeln diese darstellen, raufs Ä^ zur 
mittleren Achse gehören. 

Aber auch diese reellen Schnitte geben imaginäre Kreise, 
wenn d'', d. i. das Quadrat des Abstandes der Scbnittebene 
Yom Centrum, gröfser ist als /g ; A^ ^. Flir den Grenzfall d„ 
werden die Schnittebenen zu Tangentialebenen, der Kreis 
wird zum Nnllkreis. Die vier durch die Gleichungen des 
Centrams und d ^ d„ bestimmten Punkte heifsen die Kreis- 
punkte der Fläche. 

Aufgabe 12. Wann werden die vier Kreispunkte 
imaginär? 

(Sobald eine ungerade Anzahl / ■< 0). 

Aufgabe 13. Die Kreisschnitte auf den 



Hier ist die Eotationsaehse stets die mittlere, die beiden 
Scharen fallen zusammen, die Kreispunkte in die Enden der 
Rotationsachse (falls diese Endpunkte hat). 



§ 19. Die Keyeschen Aclisen für die Hauptform. 

Die Grundbedingung der Achsen (§ 7, 3) geht, wenn 
G (s) die Haoptform ist, über in 

1) JLA + A?_ + ^ = o 

oder mit Eenntznng der Identität aA + ..^0, wenn 
-ß- = p und -jj = , ist m - = .j~— ^ . ^ = — ^j- 

= -^\\ vvird Äf'^o^, l.^' ^ ß'^, /.^'^^j/'^ gesetzt. 



_eC_ 
bB 



Die Gleichungen 1) und 2) zeigen, dafs der Achsen- 
komplex der F- nicht nur identisch für alle F'^ desselben 
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g 19. Die Reyescheu Achsen für die Hauptform. 109 

Aaymptotenkegels, sondern auch nngeändert bleibt, wenn 
die Gröfsen l^^ alle um dieselbe Zahl geändert werden. 
Diese Flüchen heifsen nach Analogie der Ebene konfokal. 
Die Pole dagegen verschieben sich in diesem Falle, denn 
wir erhalten für sie 



3) x'-- 



nnd nach % 7 Aufgabe 6 = ^— j — 7j~j-r- 

Aufgabe 1. Die Gleichung der Achsen (Normalen) 
fttr die Hauptform. 

Aufgabe 2. Die der Achse konjugierte Ebene 
ist für alle konfokalen Flächen dieselbe, also ändern 
sich für die konfokalen Flächen die Fufspunkte nicht. 

Die Gleichung der Polarebene (§ 7 Aufgabe 17) geht 
über in 

4) ax + by + ez — -^(^-j^ -^j = 0. 

Aufgabe 3. Die Gleichung 2) geometrisch zu inter- 
pretieren. 

Die Fig. 15 des Teil 1 zeigt, dafs eine Gerade, welche 
eine der Koordinatenebenen, z. B. die z-Ebene, in C, eine 
andere, z. B. die y-Ebene, in B schneidet, dann Achse ist, 
wenn die Projektionen von C and B auf die drei Achsen 
im konstanten Verhältnis ß^ — «^ : y^ — o- stehen. 

Aufgabe 4. Die Hauptachsengleichmg des Aehsen- 
kegels durch den Punkt P'. 

(Das Glied mit l^ fehlt.) 

Aufgabe 5. Die sämtlichen mit der gegebenen Fläche 
koaxialen anfzustellen. 

Die hofflothetischen bilden eine Schar, die konfokalen 
eine andere. Die Fläche «'* etc. ist koaxial, wenn die 
Gleichung 1) bezw. 2) bestehen Weiht, d. h. also, wenn 
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110 IV. Die eigentlicheu centralen Flächen zweiten Grades etc. 

i-- = ■ ■ — — - = k ist. Dadurch ist eine der Achaeii 

r — « /* — ö« 

z. B, ß" beatiramt und wir erhalten als allgemeine Form der 

koaxialen Flächen: 

wo a und j- ganz beliebig sind, d. h. also die Anzahl der 
koaxialen Flächen ist zweifach unendlich, k ist 
durch die gegebene Fläche bestimmt. 

Aufgabe 6. Die Flächen F*, welche je zwei Achsen- 
gleichnngen darstellen, sind fUr die Hauptform Cylinder. 

Aufgabe 7. Die Kurve dritten Grades, auf der die 
Pole des Achsenkegels eines festen Punktes liegen, läfst 
sich durch die Gleichungen bestinamen: 

X — g ^ y — ^ ^ z — C 
T^K yK ^'K 

Aufgabe 8. Den zerfallenden Kegel eines Punktes 
einer Symmetrieebene, z. B. y ^ darzustellen. 

Wir erhalten b fa p.^ (Aj — Ä,) + e § ;t^ (?.^ — ig)) = 0, 
also die Ebene y = und eine zur y-Achse parallele s. 

Aufgabe 9. Der Ort der Pole dieses Achsenkegels für 
die Achsen in « wird die Parallele zur y-Achse x = ^, jJ* -|- g ; 

Aufgabe 10. Der Ort der Pole für die Achsen des 
Kegels in y ^ 0. 

Für diese ist die Gröfae - — ■ (§ 7 Aufgabe 6) gleich 

:■ -V - ■ — ir^- und es ist für den Pol x ^ — ■ - — ^S_^- 

a e Aj (Ag ~ ^) c (t^ — /.j ' 

y^O; z^= — ■- — ^— ; also 



*'^ z ~ c ;t, ~ ii, z — e ■ 

Der Ort ist eine gleichseitige Hyperbel, die 
durch P und M geht, und deren Asymptoten den 
beiden Hauptachsen der Symmetrieebene parallel 
sind. (Hyperbel des Apollonius; R. S. VIII S. 235.) 
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§ 19. Die Eeyeachen Achsen für die Hauptform. 111 

Das Centnim hat die Koordmaten a = — § A^ : (^^ — l^); 
V -= a, : (A, — ?.3}. 

Aufgabeil. Den Ort der Fufspunkte dieses Ächsen- 
kegels zu bestimmen, weiche ia der Symmetrieebene liegen. 

Wir haben na«h § 7 Aufgabe 15 für einen solchen Punkt, 

wenn x' der Pol, x' :^ -, _i_ j -. > y = •3? z' ^^ - 



Aus 6) erhalten wir A ^ (x z (A^ — A^) — x ^ Aj -|- z ^ J-g) : Ij J.^ B, 
wo B = X ^ — z g. Die Gleichung der Polarebene x ff (x'j -^ . . 
giebt, da y = 

s^ 1 z^ ^ x-BA^Ag 

______ _j_ ~~ä~pj — — -^_^_^__— _]_... 

sB , zB 

Der Ort der Fufspunkte der Achsen eines be- 
liebigen Punktes der Symmetrieebene ist eine Kurve 
dritten Grades, welche zweimal durch den Punkt 
selbst geht. 

Aufgabe 12. Der Ort der Fufspunkte der Achsen 
des singulären Kegels in der Ebene e ist ein Kreis, 
der durch den Punkt ^0^ geht und zur y-Ebene 
symmetrisch liegt (Schilke I.e.). 

Herr Schilke hat 1. c. mittelst dieses Kreises und den 
1 die Konstruktion des Achsenkomplexes gegeben, 

i eine Achse und ihr Fufspunkt gegeben. Der Aehsen- 
komplex ist völlig bestimmt durch die drei Hauptachsen und 
eine Achse aufserhalb der Hauptebenen. 

Aufgabe 13. Die Verbindungslinie zweier Pole des 
Achsenkegels eines Punktes ist wieder eine Achse. 
Aufgabe 14. Jeder Punkt im Räume ist Fufs- 
punkt von drei Achsen, welche aufeinander senk- 
recht stehen. 

Wir haben (§ 7 Aufgabe lö) x' = . etc. und 

aus der Gleichung der Polaiebene , .^ ]-... = oder 

u' + l ^ ß' + l 
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112 IV. Die eigeatlicIiBü cüctvaleo Fläeheu zweitou Grades eto. 

Das ist die Gleichung einer der gegebenen Itonfokalen 
Fteehe nnd giebt fUr 'k eine G-leichung dritten Grades mit 
drei reellen Wnizeln, wie wir im folgenden Paragraptien be- 
weisen werden. Unterscheidet man zwei von den Wurzeln 
durch p und q, so ist a==x — x'p, a'^^^x — x', und daher 

xJ-, p xp ,,xq 

a^-; — , , , a = — s— r — 1 ebenso a = „ , — i also der 
l + P-^i . '^ -l-p " +q 

Kosinus des Winkels beider Achsen proportional 

P"l(,(„. + p) („• + ,) + (,J' + p)0>« + q) +■■)' 

aber diese Gröfse ist niebte anderes als das Resultat der 

Subtraktion von — s— ; h - - ^ and — =— : U . . ;^ 0, 

also selbst Null. Der Hatz gilt auch noch, wenn p oder q 
gleich 0, d. h, der gegebene Punkt auf der Fläche. 

Aufgabe 15. Alle Achsen, welche in einer beliebigen 
Ebene liegen, umhüllen eine Parabel (Schilke 1. c). 

Aufgabe 16. Eine Achse und die Polarebene 
ilires Poles schneiden jede Symmetrieebene in Pol 
und Polare eines in der Ebene liegenden festen 
Kegelschnittes. 

Die Achse sehneidet z. B. die y-Ebene in )j =^ ü, 

S = "' '\" -^-, S = ~ '\~ '•■' 1 A. Die der Achse 
konjugierte Ebene Aj x x' -[-... ;^ in der Geraden 

6 { "'i. + "''■. = « [-^i^p + -p^- 1 = »■ 
d. h. aber Ä und g sind Pol und Polare für die konstante G'^ 

Aufgabe 17, Der Ort der Fufspunkte eines beiiebigen 
Achsenkegels ist eine Raumkurve fünften Grades. 

Dies folgt schon daraus, dafs die Kurve für den 
speziellen Fall i; =^ in eine Kurve dritten und zweiten 
Grades zerfiel; soll aber durch Rechnung festgestellt werden. 

Aufgabe 18. Alle Achsenkegel, deren Spitzen 
auf einer Parallelen zu einer Hauptachse liegen, 
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§ 20, Brenapunkts-Eigeiiscliaften der centralen Flächen 2. Gradea. 1 lg 

schueiden die betreffende Symmetrieebene in der- 
selben gieiehseitigen Hyperbel. 

Sie geht durch M nnd den Schnitt der Parallelen mit 
der Hauptebene, 

Aufgabe 19. Durch Rechnung nachzuweisen, dafs 
diese Hyperhein für alle koaxialen Flächen konstant. 

Aufgabe 20. Die Orte in Aufgabe 18, 10, 11 für 
die Rotationsfläche « — ;■ zu untersuchen. 

Aufgabe 21. Dieselbe Aufgabe für die Schar der 
koaxialen Kegel. (In 5) ist das konstante Glied — 1 
durch zu ersetzen.) 



!0. BreniipTinkts-Eigenschafteii der centi'aleii 
Flächen zweiten Grades. 

Die Kursen, auf welche wir in Aufgabe 16 stiefsen, 
wir die Fokalkurven der Fläche F-. Setzen wir 
A, J.2-' = B, J.^-'^^C, so sind ihre Gleichungen: 



c' 


= 


X' 




+ ■ 


Z' 




= 


. 


A~ 


B 


C- 


B 


■' 


o'. 


= 


y^ 




■ + 


X' 




= 


1 


B~ 


■C 


A- 


-0 



und entsprechend Cj. Setzt man fest, dafs bei drei- 
achsigen Flächen A>C>B, so ist die Fokalkurve 
in y=^0 eine Ellipse, die Fokalkurve in z = eine 
Hyperbel, die Fokalkurve in x^O imaginär. Dabei ist 
A ^ vorausgesetzt. 

Sind zwei l gleich, z. B. J^ nnd X^, so arten die reellen 
Kurven in zwei der Rotationsachse parallele Geraden aus; 
hei der Kugel ist das Centrum der einzige reelle Punkt. 

Mit Herrn Staude (die Fokaleigensehaften der Flächen 
zweiter Ordnung, Leipzig 1896) bezeichnen wir die reellen 
Brennpunkte der Hauptschnitte als die Hauptbrennpunkte 
der F^ 

Aufgabe 1. Jede Fokalkurve hat ein Paar 
Hauptbrennpunkte zu Scheiteln und ein zweites 
zu Brennpunkten. 

Die Fokalellipse in der Ebene y ^ geht durch die 
Brennpunkte des Schnitts y ^ 0, und hat die Brennpunkte 
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114 IV. Die eigentlichen centralen Flächen z 



1 Gradea etc. 



des Schnitts z = zu Brennpunkten (s. Fig. 11). Die 
imaginäre C^ hat die reellen Brennpunkte mit x = gemein. 
Aufgabe 2. Die Ebene, welche im Berührungs- 
pBnkte einer Tangente der Fokalkurve auf der 
Tangente senkrecht steht, sehneidet die Schar 
konfokaler Flächen in Kegelschnitten, deren einer 
Brennpunkt der Berührungspunkt ist. 

Legt man durch die Tangente in einem Punkte, z. B. 
P j x' z' der Fokalkurve (fj, irgend eine Ebene 6„, so steht 
die Achse a^ dieser Ebene nach Definition der Fokalkui-ve 
in Aufgabe lt> des Paragraphen 19 auf «i, in P senkrecht. 
Daher liegt der Pol Pt der Ebene en auf ai^. Alle diese 
Reyeschen Achsen a.\ bilden aber die in P auf der Tangente 
und damit auf der Fokalkurve 
senkrechte Ebene v. Die Ebene y 
schneidet die F" und jede ihr 
konfokale in einem Kegel- 
schnitt C^ und der Pol jeder 
Sehne von C^ durch P liegt auf 
der zogehörigen Achse »),. 

Es steht also die Linie, 
/ 1 '-, welche P mit dem Pol ver- 

' 'v bindet, auf der Sehne senkrecht, 

. ■ d. h. aber (S. S. VIU § 35) P 

^'^' "■ ist der Fokus des Schnitts C^. 

Von dieser Eigenschaft hat die Fokallinio den Kamen; wir 
nennen nach Staude 1. c. jeden ihrer Punkte Brenn- 
punkt (Fokus) der F^ 

Aufgabe 3. Den Sat» sub Aufgabe 2 zu errechnen. 
Wir verlegen den Anfangspunkt nach x' y' und haben 
in die Gleichung der Fläche zu setKeu: 




x=-£-^ + . 



= 5. - = ?Tr- 



WO u =^ x' ; A — ■ B, w ^ z' -. C — B und n- ^ u- -|- w^ ist. 

Aufgabe 4. Die Gleichung der Fokalkegel. 

Unter Fokalkegel versteht man den Kegel, dessen Spitze 
ein beliebiger Raumpunkt P \ g und dessen Erzeugende oder 
Kante eine Fokalkurve durchläuft. !Nennen wir die grofsen 
Strahlenkoordinaten einer Kegelkante Ä' B' C, so ist 
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und somit für die Fokalellipsenkegei 

Aufgabe 5. Was wird aus 2), wenn y = ist? 
Wir eihalten y* C^ (| t) =^ 0. Liegt also die Spitze 
nicht auf der Cj, so ist der Kegel auggeartet in die (Doppel)- 
Ebene y^ = 0. Liegt die Spitze auf der Cy, so iat die 
Gleichung von jedem Punkt des Raumes erfüllt. Die 
geometrische Definition veraulafste Herrn Stande auch in 
diesem Falle, den Fokalkegel als das ebene Strahlenbündel 
in P zu betrachten. 

Aufgabe 6. Liegt die Spitze P eines Kegels 
auf einer Fokaikurve, so sind die Kegel über den 
beiden andern Fokalkurven Rotationskegel, deren 
Rotationsachse die Tangente an die Fokalkurve in 
P ist (Staude 1. c.) 

Der Kegel z. B. über der imaginären Kurve ist: 

B_A + C-A ^^ ^' ~"' 

man überzeagt sieh leicht, dafs unsere Bedingungen aus 

§ 7 -^^-?M_ etc. erfüllt sind, da a^^ = 0, bj^ ^ 6, 

bis bja 
a,g == 0, bjg =^ etc. 

Aufgabe 7. Die Flächen der konfokalen Schar zu 

klassifizieren. Die Schar a) ~, — r— 4- -n—r- h tt-, — 

A+p B + p^ C + p 

= 1 hat identische Fokalkurven und Kegel, sie hat den- 
selben Aebsenkomplex, die Fufspunkte sind identisch, die 
Koorduiaten der Pole haben gleiches Verhältnis. Man kann 
von jeder beliebigen Fläche ausgehn und daher annehmen, 
dafs A, B, C positiv sind und p die Werte von — <x bis 
-|~ Go durchlaufen lassen, 

1) p =^ — CO, dann sind Ä + p, B-[-p, 0-j-p alle 
gleich p und a) geht über in x^ -j- y* -j- z^ = p und stellt 
eine Kugel mit unendlich grofsem imaginären Radius dar. 
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2) p zwischen — co und — A, es sind alle drei Haupt- 
achsen 1 negativ, die Flächen sind imaginäre Ellipsoide. 

3} Ist p == ^ A, so wird die Fläche, mit der von der 
imaginären Fokalkurve begrenaten Doppelebene x=^0 
identifiziert. 

4) Ist p zwischen — A und — C, so sind die Flächen, 
da zwei Hauptachsen X negativ sind, zweischal ige 
Eyperholoide. 

5) p gleich — C, dann soll die Fläche die von der 
Fokalhyperbel C^ begrenzte Doppelehene z ^ sein, und 
zwar rechnen wir den Teil der Ebene, in der die Brenn- 
punkte liegen, als zweisehaliges Hyperboloid, den andern 
als einsehaliges, die G-renzkurve selbst als zu beiden gehörig. 

6) p zwischen — C und — B; eine Achse negativ, die 
Flächen sind einsehalige Hyperboloide. 

7) p gleich — B, die Fläche soll in die Doppelebene 
y = übergehen nnd zwar für jeden Punkt im Äofsem 
soll die Fokalellipse als einschaliges Hyperboloid, für jeden 
im Innern als Ellipsoid fUr die Punkte anf der Fokalkurve 
zu beiden gezählt werden. 

8) p zwischen - — B und -|- cc, alle drei Hauptachsen 
positiv, Ellipsoide. 

9) p gleich -f- 00, aUe drei Hauptachsen gleich, x- -|- y^ 
-i-z* = p, und die Flächen endigen als Kogel mit nn- 
endlioh grofsem Kadius. 

Die Gleichung a) haben wir schon in Aufgabe 14 § 19 
getroffen; sie sagte aus, dafs jeder Punkt x Fulspunkt dreier 
aufeinander senkrechter Achsen war, jetzt zeigt sie, daTs 
generaliter durch jeden Punkt im Raum drei Flächen des 
konfokalen Systems gehen können. 

Aufgabe 8. Die Gleichung a) hat drei reelle Wurzeln. 

Wir bringen a) m die Form 
L = (A + p)(B + p)(G + p)-i:x*(B + p)(C + p):-0. 

Für p — -|- 00 wird L positiv, f Ur p gleich — B ist L 
negativ, für p =^ — C ist L positiv, für p gleich — A ist 
L negativ, und bleibt es, wenn p <; — A wird, also (Pnnd, 
Algebra, S. S. VI) liegt eine Wurzel zwischen -|-cd und 
— B, eine zweite zwischen ™ B und — C, eine dritte 
zwischen ■ — C und — Ä. 
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Liegt der gegebene Punkt auf einer Symmetrieebene, 
z. B. y =^ 0, so sondert sieh aas L der Faktor (B -f- p) 
ab, und eine Wuizel fälit mit einer der Grenzen zusammen; 
wir rechnen daher die ganze Ebene der Fokalkurven zu 
den Flächen der Scbar und zwar die Fokalellipae z« den 
Ellipsoiden, die Fokalhyperbel zu den ein seh ali gen 
Hyperboloiden. 

Wir haben dann den Satz: 

Durch jeden Punkt im Kaum gehen drei und 
nur drei konfokale Flächen der Sehaar, von jeder 
Art je eine. 

Aufgabe 9. Zwei konfokale Fläehcn ver- 
achiedener Art haben stets eine reelle Schnittkurve. 

Der Satz ist für EUipsoid und Hyperboloid auschaulieh 

klar. Es sei . ■ / 1- ... ^^ ein einschaliges Hyperboloid, 

d. h. n zwischen — C und — B und 7-^- 1- . . . = ein 

^ Ä + q 

zweischaliges, d. h. q Kwischen — C und — A. Subtrahiert 
man die beiden Gleichungen, so erhält man die Gleichung 
des vorigen Paragraphen S. 112, oder s^n — z-v-]-y^w = 0, 
wo n, V, w nicht kleiner sind, oder z^ = x- n' -|- y^ W, 
wo u' und w' generaliter > 0, jedenfalls nicht <C0 sind. 
Die erste Gleichung giebt dann x^ n ~\- j^ v =: 1, wo ^ sieher 
positiv und v sicher nicht negativ. Diese Gleichung wird 
aber von allen Punkten der Ellipse mit den Achsen V/^ ~ ' 
und Yv-^ erfüllt. Also: 

Zwei konfokalo Centralfläehen verschiedener 
Art schneiden sich in einer Kurve, deren Pro- 
jektionen auf die Hauptebenen Kegelschnitte sind, 
deren Centrum das Centrum der Flächen und deren 
Hauptachsen in die Hauptachsen der Flächen failen. 

Aufgabe 10. Hauptsatz: Die drei konfokalen 
Flächen desselben Punktes schneiden sich rechtwinklig-. 

Die Gleichung a) zeigt, da -r — , — etc. die Kiehtungs- 

faktoreu der Tangentialebene im Punkte x sind, dafs je zwei 
Konfokale sich längs ihrerSehnittkurve rechtwinklig schneiden ; 
im übrigen siehe den Beweis von Aufgabe 14 des § 19. 
Die drei Achsen, welche im Punkte P ihren Fufspunkt 
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haben, sind die Normalen der drei konfokaleu Flächen in P ; 
in ihnen schneiden sich die drei Tangentialebenen, in P 
die drei Flächen, und wir können als ihre positiven 
Richtungen die Richtung von den Flächen weg bezeichnen. 
Das System konfokaler Flächen ungleicher Achsen hat 
also dieselbe Eigenschaft wie das System der orthogonalen 
Koordinatenebenen; es teilt den Raum in nnendlich 
kleine rechtwinklige Balken. Daher haben Lam6 
und Jacobi die drei zu jedem Punkt gehörigen Werte des 
p zu Koordinaten des Punktes gemacht, die sog. Ellip- 
tibchen Koordinaten, ein krummliniges Koordinaten- 
system, das sieh für theoretische Physik und Integral- 
rechnung als äufserat branchbar erwiesen. 

Die G-leichnng L ^ bestimmt zu jedem Punkt seine 
elliptischen Koordinaten, von denen, wie bewiesen, p zwischen 
-j- oo und — B (Eilipsoide) , q zwischen — B und — C 
(Einsehaliges Hyperboloid), r zwischen — C und — A (Zwei- 
schaliges Hyperboloid) liegen rauTs, falls P ein reeller Punkt 
ist. Die Elliptischen Koordinaten sind also beschränkt. 

Aufgabe 11. Aus den Elliptiscben'Koordinaten 
eines Punktes seine orthogonalen zn bestimmen. 

Es ist, wenn das variable p in L mit t bezeichnet 
wird, L mit dem Produkt (t — p) (t — q) (t — r) identisch, 
wo pqr die Wurzeln von L = {Pund, Algebra) also 
pqr-=2:x^BC — ABC; 
p^q_^r = x^4-y' + z=-(A + B + C); 
pq + qr + rp^ 2 AB — 2x^(8 + 0. 
Es ist, wenn t = — B ist, L (— B) =^ (— B — p) 
(_B — q){— B — r) = — yMA — B)(C — B), also 
L(-B) L(-A) 

^ ~ (A— B)(C — B) ' "^ (B — A}(C — A) ' 

(L-C) 
tA-C)(B~C)- 
Da X*, y*, z*' nicht <C sein dürfen, so ergeben sich 
die schon bekannten Beschränkungen für p, q, r aufs neue. 
Man sieht, dafs zu. einem Wertsystem pqr generaliter 
8 Punkte gehören, d. h.: 

Drei verschiedenartige konfokale centrale 
Flächen achneiden sieh in 8 Punkten. 
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Soll der Punkt durch seine elliptischen Koordinaten 
(eindeutig) bestimmt werden, so müssen auch hier die ver- 
schiedenen Oktanten durch Festsetzung der Wurzelzeichen 
für VA — B etc. gekennzeichnet werden, 

Aufgabe 12. Die Flächen p 4-q + r = Konstans, 
pqr^=Konst., I^pq = Kon8t, 

1) Kugel R^ -= (A 4- B + C + K), 2) ein Ellipsoid, das 

mit dem gegebenen homothetiseh, 3) ein Elüpsoid mit 

gleichem Centrum and Hauptehenen wie die Grundfläche. 

Aufgabe 13. Die Elliptischen Koordinaten eines 

Punktes der Fokalkurve. 

Für Cj ist p gleich — B, aber aneh q gleich — B, die 
■dritte Wurzel (x^ + z^ + B — (A + C) liegt zwischen — C 
nnd ■ — A. 

Für 0« ist q gleich — C, aber auch p gleich — C, die 
dritte Wurzel p ist gröfser als — B, 

Aufgabe 14. Den Verlauf der Flächen zu untersuchen, 
wenn zwei bezw. drei der Hauptachsen gleich sind. 

Aufgabe 15 Die FokalelUpse schneidet die 
zweischaligen Hyperboloide der Schar in ihren 
Kreispunkten. 

Wir haben für einen Punkt der Fokalellipse 
(-A-r)(A-B) . (_c^r)[C-B) 

^ - c — A ' ^ ~ ' ~ A — C 

Aufgabe 16. Die Fokalhyperbel schneidet die 
Ellipsoide der Schar in ihren Kreispnnkten. 
Für C^ ist 

(-A-p)(C-A] . ..,„ (-B-p)(-B + C] , 
— B~Ä ' ^ A^B ' 

z = 0. 
Aufgabe 17. Die Entfernung eines Punktes der Pokal- 
ellipse bezw. -Hyperbel vom Centrum in Elliptischen 
Koordinaten. 

Die Gleichung ^ + -J^ + -^-^ = 1 giebt 
für die dritte Wurzel 

r = (x' + z" + B--(A+C), also i" + z" = r + (A + C — B), 
s" + y" = P + (A-C + B). 
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Diese Formeln fUSiren immittelbar auf die Sätze von 
Döpin. 

Aufgabe 18. Die Summe der Entfernungen 
eines jeden Punktee der Fokalellipse von zwei 
beliebigen aber festen Punkten auf je einem Zweige 
der Fokalliyperbel ist konstant. 

Ist P ein Punkt der Hyperbel, R ein Punkt der Ellipse,, 
so ist 

PR^ = X^ + Zä -[- x'^ -I- y'2 „ 2 X x' 

=.p + r + 2A~2 /r_i7A^ yz:Ä"^7, 

also p JJ2 _ _ -L (^_ j^ _ p _^ (_ j^ „ j.) 4- 2 V^) 

P li = i /— A — p + i /— A — r 
f'tlei- pß _ VÄ"+ p + VA +1.. 

Die Zeichen der Wurzel bestimmen 
sich, je nachdem die beiden Punkte 
auf entgegengesetzten oder gleichen 
Seiten der dritten Synimetrieebene- 
Ist nun P' ein zweiter Punkt 
der Fokalhyperbel, aber auf dem ent- 
1 ■., gegengesetzten Zweige, so haben wir 

p.^',3 "■ P'R^/A + p'+/r+'r und damit 
den Satz erwiesen; die Zeiehenbestim- 
mnng erfolgt schon durch den Spezialfall, siehe Fig. 12 E CE'. 
Aufgabe 19. Zweiter Satz von Dupin. Die Differenz 
der Abstände eines jeden Punktes der Fokal-EUipse von 
zwei beliebigen aber festen Punkten der Hyperbel auf dem- 
selben Zweige ist konstant. 

Aufgabe 20. Dritter Satz von Dupin. Die Differenz 
der Abstände eines jeden Punkts der FokalLyperbel von 
zwei festen Punkten der Fokaleilipse ist ihrem absoluten 
Betrage nach konstant. 

Aufgabe 21. Die 3 Dupinsehen Sätze ohne Elliptische 
Koordinaten zu beweisen. 

Man erinnere sich (S. S, VÜI) der Substitution x ;= a 
eo8(jp,__y^b sin »p für die Ellipse etc. 

Über die weiteren Fokaleigenschaften der Centralflächen, 
insbesondere die Fadenkonstruktion des EUipsoides, siebe 
die erwähnte Schrift von Stande. 
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V. AbschBitt. 

Die centralen Flächen zweiten Grades 
in spezieller Behandlung. 



§ 21. Das EUipsoid. 
Seine Gleichung ist 

1) J^ + Zi kJ! 1^0 

ij A ^ H ^ C ' 

wo A, B, C positiv, sein Asymptotenkegel ist imaginär. Die 
Gröfaen VÄ, V% /^heifsen die Halbaciiseii der Fläche 
(s. Fig. 13 und 14). Spezielle Fläeben sind das gewölinlielie 
Rotationsellipsoid B = C, das abgeplattete Rotationsellipsoid 
A = C und die Kugel A = B = C. 

Die Hauptschnitte , d. h. . die Schnitte durch je zwei 
Hauptachsen sind Ellipsen. Bewegt sich die sehneidende 
Ebene parallel zum Haiiptscbnitt, so werden die Schnitte 
ähnliche Ellipsen mit beständig kleiner werdenden Achsen, 
ist X ^ + V A, 80 werden die Schnitte parallel zur x-Ebene, 
zu Ellipsen mit den Halbachsen 0, d, h. sie werden zu 
Punkten X := + l^A, y=^0, z^O, sie heifsen Scheitel, 
deren das Eliipsoid in den Endpunkten der Achsen sechs hat. 
Ist der Abstand dem absoluten Betrage nach gröfser als die 
zugehörige Halbachse, so werden die Schnitte imaginär. Das 
Eliipsoid liegt also ganz innerhalb eines geraden Parallel- 
epipedons, dessen Ecken die Koordinaten -j" ^^^ -~\- ^'^ 
-^YC--^YÄ,^VB, — VC; . . ., — VJ, — VB, — Vc 
haben, und berührt die Seitenflächen desselben in den 
Scheiteln, welche die Symmetriepunkte der Seitenflächen sind. 
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Der Punkt M { 0, 0, ist Centrum im eigentlichen Sinne, 
d. h. in M wird jede Sehne halbiert, wie ganz direkt aus 
der Gleichung 1) folgt. 

Aufgabe 1. Beweis der Behauptung. 

Eine Gerade durch M ist \ r cos « etc., also für die 
Schnittpunkte r- ^^ n^, wo n^ ^ 1 ; f — t — , - . ■ ), also 
r =^+ n. 

Die Schnitte des Ellipsoids durch eine beliebige Ebene 




Aufgabe 2, Den Schnitt einer beliebigen Ebene 
e I X b|^ + y bjg + '^ Wa + "i = ^nit dem EUipsoid. 

Aus § 5 oder § 17 folgt, dafs die Centren der Scbnitt- 
ellipsen von e und aller ihr parallelen auf dem Durchmesser 
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liegen. Kombiniereu wir diese Gleichungen mit e, so er- 
halten wir r ^ — d : n, wo n ^ A b.a -|- B b^, -|- C h%, und 
für das Centcom des Schnitts 

3) Xo = r b^3 Ä etc. 

Die Mittelpunkte sind also stets reell, auch wenn die 
Schnittknrve imaginär wird. 

Aufgabe 3. Wann wird die Schnittlinie imaginär? 

a) Ans der Haoptaehsengleiehung § 17; b) aus der 
Thatsache, daCs, wenn der Pol innerhalb der Fläche liegt, 




die Polare aufaerhalb. Der Grenzfall tritt ein, wenn der 
Pol auf der Fläche, d. h. das Centrum des Schnitts ein 
Fiäobenpunkt ist. Dies tritt ein, wenn d^ ^ n ist. Ist 
d* >• n, so ist der Schnitt imaginär. 

Aufgabe i. Die Gleichung eines Schnittes durch 
Transformation der Koordinaten in die Ebene des Schnittes 
darzustellen. 
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Wir tranaformieren zunächst den TJrspruag in das 

Centrum des Schnittes, indem wir för x etc. setzen x-^rAa 

ete, , wenn ax-\- ßj-\-yz-{-Ö := die Gleichnng der 

schneidenden Ebene s in 

LI He 9se scher Form ist. In- 

y dem wir dann als I-Ächse 

I die Schnittlinie von s und 

y = wählen, nnd als 
Cl-Acbse die senkrechte in 
der Ebene, haben wir nach 
der Fig. 15 zu setzen 
/ X = ^ cos 9 -f- C cos ■S' sin qn ; 

/ y^^sin^, z=£ cosfp-—t 

/' cos 3- cos (p, wo cos -9 = ß 

'" „^ i und (p bestimmt ist durch 

tg f/) =^ — a-.y, also cos y 
=^ — j sm /S und sm ^ = « : sin ß. Für r ist hier <S : (A «^ 
+ B/S"-|-C;'_) odei ö n zu setzen. Wir erhalten 

/ cos" ff 8in cp'N „/ cos'^ -^ sin^ go sin^ 5' 

• • • ' y—pT- + —(—) +^ l — A — + — B" 

_|_ ^ — _L_J — 2 ; S eos f/j sin <p cos d- f^ ^ ^ J 



-0-4)-°- 



Die Hanptaehsengleichnng wird nach S. S. VIU § 36 
L^ _ L (;i, + Xg + ;.3 — £ ilj «^) + n A B C 
nnd stimmt genau mit der von uns § 17 gegebenen [als 
Probe]. Den Winkel, den die grofse Achse mit der Sohnitt- 
ünie von e und y = bildet, gieht 

Die Gleichung des Schnittes wird also /(ix'^-j- ^u^y'^ 

— il- )^0, woraus sich sofort d ^ n für die Reahtät 

des Schnittes ergiebt, sowie 

Aufgabe 5. Die Gleiehnng des Ellipsoids in Ebenen- 
koordinaten. 
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Ist die Ebene gegeben in allgemeiner Focni u x -|- . . . 
-j- d = 0, so ergiebt (Ü =^ 

. . . d^ ^ Ä u^ -|- B v^ -|- C w^ 

Aufgabe 6. Diese Formel aus der allgemeinen us^-l- vs^ 
-j- - ■ - = abzuleiten. 

Aufgabe 7. Die Koordinaten des Berahrangspunktes 

— _ _iiL- — _ _^- — „ ^^ 
^~' d~' ^~ d~' ^^ d 
Aufgabe 8. Den Äbnliehkeitsfaktor der Schnitte geo- 
metrisch zu deuten. 

Es ist o der Abstand der zur Stellung der Scbnittebene 

gehörigen Tangentialebene vom Centrum M und da — < 1, 

80 ist es der Kosinus eines Winkels s, und somit ist der 
Ähnlichkeitsfaktor sin e. 

Aufgabe 9. Die Gleicbung des Ellipsoids in StraUen- 
koordinaten, 

Aufgabe 10. Die reellen Schnitte des Ellipsoids 
sind stets Ellipsen. 

a) Es sind Kegelschnitte, die keinen Punkt im Un- 
endlichen haben oder b) die Gröfse E des § 17 Gleichung 6 
kann weder noch ■< werden. 

Aufgabe 11. An einen Punkt Ä des Ellipsoids die 
Tangentialebene zu legen. 

Sie ist der zum Durehmesser MA konjugierten Ebene 



ibe 12. Den zu einer Ebene konjugierten Dureh- 
: zu konstruieren. 
Man konstruiere in bekannter Weise das Centrum des 
Schnittes und verbinde es mit M. 

Aufgabe 13. Den Neignngswmkel der Kreisschnitte 
mit der y-Ebene zu bestimmen. 

Wir haben für die Ebene e eines Kreisaehnittes 
X cos a-\-y cos ß -{- z eos y- — d ^ 0, 
wo nach § 18 



K—'K 
; cos-/?:^-—- — r^; cos'^j' 



' X, — X, 



oder 
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126 V. Die centralen Flächen zweitea Grades in spezieller Beliaadlnag. 






eos" /if = 0; cos^ y = 



' K — K' 

Damit das erste System reelle Werte ergebe, mufs 
Aj < S.3 < J-a liezw. A > C > B sein, alle übrigen ergeben 
dann imaginäre Systeme, 

Für den gesnchten Winkel haben wir 

= — r/ ■■= ■■■■ - '' - ^ — cot o. 

eoB ß K — K 

Aufgabe 14. Die Kreispunkte des Ellipsoids zu be- 
stimmen. 

Wir haben für den Durchmesser, auf dem die Centren 
der Kreise liegen 



Dies ergiebt für die Endpunkte d 



=^0. 



x^r= — x,; ya= — y,; X3 = Xi; y3=-= — Yi; 

X4 = — Sb; yi-= — Ja- 
Diese vier Punkte SieiCsen die Kreispunkte der Fläche. 
Ihr Abstand vom Centrum ergiebt sieb aus ti := ü bezw. aus 
AB 



§ 18 Aufgabe 11 als + [ — ^- ■ 

Aufgabe 15. Die konfokalen Flächen haben wie 
die homothetischen dieselben Kreisachnitte. 

Aufgabe 10, DieKreiseehnittebenen geometrisch 
zu konstrnieren. 

Wir haben nun die Gleiclinng d) § 18 J-g ^ 1^}}% + ^^b^s 
geometrisch zu interpretieren, wir geben ihr die Form 

C cos^ fip , C sin^ fp , 1 , , j c ■ 

-■- -. ■■ ' — = — — = l und sehen daraus, dais wir 

A ' ß ' _ 

nur in der Ebene des Hauptscbnittes x um M mit YG den 
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Ereis zu schlagen brauchen; das giebt, da YC zwischen 
VA und VB liegt, zwei Durchmesser, und die Ebene durch 
je einen Durchmesser und die z-Ächse ist ein Kreisechnitt. 

Aufgabe 17. Zwei nicht zur selben Schar gehörige 
Krekschnitte gehfiren zu einer Kugel. 

Die Bestimmung der Kreisschnitte durch die Kugel § 18 
Aufgabe 8 zeigt sofort, dafs der Nebenschnitt ein Kreis der 
anderen Schar ist. 

Aufgabe 18. Die Kugel von Monge direkt aus der 
Gleichung d* ^ n der Tangentialebene herzuleiten. 

Aus der Formel folgt sofort, daCs die Summe der 
Quadrate der Lote vom Centrum auf drei zueinander 
senkrechte Tangentialebenen konstant nnd gleich 
A -|- E -|- C ist; das ist aber das Quadrat der Hauptdiagonale 
des aus den drei Loten vervollständigten Parallelepipedon. 

Aufgabe 19, Die Länge eines Yektor der Fläche mit 
den Kichtungsfaktoren aßy zn bestimmen. 

Da für seinen Endpunkt x =; r cos « etc, so haben wir 

-^ = /^ eos^ ß -j- . . . Dies ist die Gleichung der Ellipsoids 

in Polarkoordinaten; aus ihr folgt die groEse Analogie zwischen 
der konfokalen und der homothetischen Schar direkt, 
da für koufokale Flächen die Polargleicbungen sich nur wie 
die konstante p des vorigen Paragraphen unterscheiden, also 

Die Differenz der Quadrate der reoiproken ent- 
sprechenden Vektoren zweier konfokalen centralen 
Flächen F^ ist konstant. 

Es liegt nahe, nach Analogie der Planimetrie, das Ellipsoid 
affin auf die Kitgel abzubilden. 

Sei P ! X ein Punkt der Fläche, setzt man x = A'^ coa «, 
y = B^ cos /J, z =^ C^ cos j', so sind cos a etc, (kürzer a 
etc.) die Riehtungskosiniis eines Strahls r. Schlägt man 
um M eine Kugel mit der Längeneinheit, so schneidet r die 
Kugel im P entsprechenden Punkte Q. Die Kugel und das 
Ellipaoid sind damit gegenseitig emdeutig aufeinander ab- 
gebildet und dem Vektor MP entspricht der Kugelradins MQ. 
Ist A'^ die Länge von PM und sind seine ßiehtungskosinus 
\g etc., so ist x = A''' \j| = A'^ cos«; A's b,;.. = B"^ /?; 
A'^b^g^C^ eos /. 
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Aufgabe 20. Zwei konjugierten Durclimessern 
des EUipsoids entsprechen wieder zwei konjugierte 
Durehmesaer auf der Kugel. 

1) Affin entsprechen parallelen Geraden wieder parallele 
Gerade und dem Mittelpunkte einer Strecke entsprieht der 
Mittelpunkt der affinen Strecke. 

Eechnung, Die Gleichung der dem Durchmesser P M 
konjugierten Ebene ist x^X^ -\-j7ji.^-~\-il^l^^0. Ist V 
ein Punkt dieser Ebene auf der Fläche, so ist MP' ein 
konjugierter Durch- bezw. Halbmesser. Ist r' [a'ß'y' sein 
■entsprechender auf der Kugel, so geht die Gleichung der 
Polarebene über in aa' -]- ßß' -\-yy = 0, d, h. die zwei 
konjugierten Durchmessern entsprechenden Kugeldurehmesser 
stehen aufeinander senkrecht, also folgt 

Drei konjugierten Durchmessern des EUipsoids 
entsprechen drei konjugierte, d. b. an je zwei auf- 
einander normale Durchmesser der Kugel. 

Aufgabe 21. Mittelst dieses Satzes die (ftllschlieh 
Sätze des Apollonius) genannten Sätze des § 5 zu be- 
weisen bezw. zu very ollständigen. 

1) Die Summe der Quadrate dreier konjugierter 
Durebmesser ist konstant, also 4(A-^B-j-C}. 

2) Die Summe der Quadrate der Seitenflächen eines 
dem Ellipsoid in den Endpunkten dreier konjugierter Durch- 
messer umgeschriebenen Parallelepidons ist konstant 

2HAB + BC + AC), 
(Die Projektionen von MPP' und MQQ' auf eine der 
Koordinatenebenen, z.B. die z-Ebene, verhalten sich wie 
(A E)^ : 1 . 1 und dann der Satz § 5 S. 40). 

3) Das dem Ellipsoid in den Endpunkten dreier 
konjugierter Durehmesser umgeschriebene Parallel- 
epiped ist konstant 8(ABC)"^. 

4) Die Summe der Quadrate der Projektionen 
dreier konjugierter Durchmesser auf eine beliebige 
Gerade oder Ebene ist konstant. 

Hat die Gerade die Richtangsfaktoren u, v, w, so ist 
diese Summe (ux-|-vy-|- wz)- -|- (ux' -|- - .)^ -\- (ux" -f- . .)- 
^ u^ A + yM^ -|- w^ 0, da x y = (A B)^- a ß. 
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Aufgabe 22. Die ersten Ire Sitze a s 1er Lehre 
voo den ebenen Kegelschnitte abzole ten 

(Ein Schnitt durch z ve konjug erte Durch e ser et ) 

Aufgabe 23, Die Ha ptaehsenole ehung e es Quer 
Schnitts aus den Sätzen les »Vpollo iu8 abzule ten 

Man betrachte den Querschn tt darcl M e*! s n 1 dinn 
die beiden Hauptachsen L "^ und L " nd 1 Senkre hte 
auf der Ebene bis zur Tangent alen drei aufe a d r se k 
rechte Halbmesser, also ihre Sum e gle h /t -j* "*■ ~h ^» 
also a) L^ -|- Lg ^ A^ -|- A -(- J,g — A c s n 1 b) di 

das Volumen des konstanten u b^"* hriebenen Parallel 
epipeds gleich L," ^ L '^n'^ *< ist L L =R Iso 
L^ — L(x;iiSin^R) + R--0. 

Änfgabe 24. Durch einen gegebenen Vektor h,aßY 
einen Schnitt zu legen, in dem L eine Hauptachse ist. 

Wir haben zur Bestimmung von u, v, w 



1) L^j — L Ji; / — £ ;i, u^) + ß, = 0, 

2) u^-f v^-|-w" = l, 3) ua-j-v/S + wj'^O. 
Aus 1) and 2) können wir u* und v^ linear durch w- 

ausdrücken und erhalten für w- eine quadratische Gleichung. 

Aufgabe 25. Durch Affinität zu beweisen; 

Die Ecken des dem Ellipaoid in den Endpunkten dreier 
konjugierter Durchmesser umseliriebenen Parallelepipeds 
liegen auf einem homothetisehen Eflipsoid 

h X* + J^3 y^ + ^8 K^ = S. 

Aufgabe 26. Denselben Satz dm-ch Rechnung zu er- 
weisen. 

Durch Benutzung der Relationen u' u" X^ -\- v' v" K^ 
-]- w' w" Äg = zwischen den Riohtmigskosiniis dreier kon- 
jugierter Durehmesser bezw. ihrer konjugierten Ebenen. 

Aufgabe 27. In der Ellipse giebt es Ein System 
gleicher konjugierter Durchmesser ; wie steht es mit diesen 
Systemen beim Ellipsoid? 

Zunächst folgt für die Länge der Halbmesser die be- 
stimmte Gröfse R durch 3R^=^A-fB-|-C; also liegen 
die Endpunkte auf der durch R bestimmten Kugel um M; 
also auf der Schnittknrve der Kugel und der Fläche; durch 
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diese geht der Kegel F^ — Kugel | ^ (B -]- C — 2 Ä) -f- . , , 

^= 0, daim bestimmt jeder Vektor auf einem Punkt P der 
Sehnittküive mit den beiden gleichen konjugierten Dnreh- 
messern in seiner konjugierten Ebene ein solches System, 
es giebt also deren unzählig viele, 

Aufgabe 28. Die Gleichung der F^ auf ein System 
konjugierter Achsen ku transformieren. 

Resultat: 11 + ^ + -^ =1. 

Aus dieser Transformation lassen sich die meisten 
„ApoUoniseheü" Sätze direkt ableiten. 

Aafgabe 29. Durch die Endpunkte dreier konjugierter 
Halbmesser die Ebene zu legen, 

Aufgabe 30. Die Länge des vom Centrum auf eine 
Normale in x, . , . gefällten Lotes 

Aufgabe 31. Die Länge der von einem Punkte Pjx' 
an das Ellipsoid gezogenen Tangente. 

Die G-leiehung 11 § 4 giebt sofort, wenn die Potenz 
des Punktes jt ist, 

ß^ = 71- : ;ii a^ + X,bä + Xg G% 
wo a, b, c die ßichtungskosinus der Tangente. 

Hieraus folgt, da der Nenner stets > ist: 

Nur von den Punkten, deren Potenz >0 ist, 
lassen sieh reelle Tangentenkegel an das Eilipsoid 
legen. 

Diese Punkte heifsen die äufseren (vgl. Knget). 

Sind also a = (x — x^) ete. die Eiehtnngsfaktoren einer 
Tangente, so gilt die Formel 

li a.'^-\- ^b--l- l^n^ ^^[X'J -{- hyl-\-- h^\- — 1 

(Gleichimg der Fläche in Sti'ahlenkoordinaten.) 
Aufgabe 32. Die letzte Formel aus der Gleichmig 

der Tangentialebene, ohne den Potenzsatz abzuleiten. 

Die meisten Sätze bleiben für d.ie HyperboJoüde mit 

der durch das Zeichen der ). nötigen Änderung bestehen. 
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§ 22. Das einsclialig'e Hyperboloid. 

§ 22, Das einschalige Hyperboloid. 

Seine Gleichung ia der Hauptform ist 

^1 A B ^ C 

Scbreibt man sie in der Form 



nnd wendet die Formel (a^ — b^} ^ (a -f- b) (a — b) an, so 
erhält man, wenn V"A mit a ete. bezeiehnet wird, 

man 



Setzt man 



nnd 

'a'b V e/'\a b/ 'e' 

wo ^ und a beliebige Parameter sind, so liegen sowohl 
alle Geraden, in welchen sieh die zugeordneten 
Ebenen der Scharen 2), als aneh alle G-eraden, in 
welchen sich die entsprechenden Elemente der 
Seharen 3) schneiden, auf der Fläche. 

Das einsehalige Hyperboloid gehört also zu 
den geradlinigen Flächen zweiter Ordnung und es 
gelten die Sätze des § 7. 

Aufgabe 1. Jede Gerade, welche auf einer Fläche 
liegt, gehört zu einer dieser beiden Scharen von Geraden, 
Die Gerade sei x=^ az-\- ß; j^yz-\-d, damit sie anf 
der Fläche liege, mufs nach Substitution in 1) die Koeffizienten 
von z^, z, und das konstante Glied verschwinden. Dies giebt 

■ ' — - — = a- + c-«-; y^ ^ ^, — - — ; 



und die Beschränkung a, fl l, -f- /.^ y d = 
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132 V. Die centi-alea Flächen zweiten Grades in spezieller Beliandluug. 
einer der drei Gröfson ßyö durch das der heidcn andern 
hestiiiimt ist. Setzt man « = — — ig I, so ist 

-±|-(-|> 

Alle MiniiBzeielien geben nnr fUr q den Wert g'. 

Aufgabe 2. Die Aufgabe 1 in Strahlenkoordinaten 
zu lösen. 




Die Ebenen beider Doppelaeharen sind nuter sieh pro- 
jektiv bezogen, wenn wir die Ebenen gleicher q bezw. 
gleicher a einander zuordnen; es kreuzen sich also (§ 7) 
die Sehnittgeraden der Doppelsehar 2) und ebenso die der 
Schar 3), dagegen schneidet jede Gerade der einen Schar 
jede der andern, d. h. (Fig. 16): 

Durch jeden Punkt P des einsehaligen Hyper- 
boloids gehen zwei reelle Geraden, je eine der 
beiden Seharen. 

Aufgabe 3. Diesen Satz direkt aus der Gleichung 
der Geraden in Strahlenkoordinaten zu erweisen. 
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§ 22. Das einschafige Hyperboloid, X^$ 

Die Ebene durch die beiden Geraden der F* in P ist 
dann die Tangentialebene in P, da jede Gerade ihre eigene 
Tangente ist. 

Aufgabe 4. Diesen Satz durch Rechnung naeh'/.u- 



Die Gleichung der Tangentialebene ist 
xx' yy' ^^ zz' 

a^ b^ e^ ' 

in der sowohl die Gerade dei- Schar 2) 

(T+i)(^-i)-o-:')0+v) 

als auch die Gerade der Sehai- 3), för welche 

liegt. Es ist 

a-\-^:a-~~Q^f.z', a : ^ ^ (a -[- z') : (c — z'), 
d. h. das Verhältnis der projektiven Doppelverhäitnisse ist 
längs eines Parailelsclmitts zur /.-Ebene konstant. 

Aufgabe 5. Die Sehnittgerade der Tangentialebene 
mit einer Symmetrieebene ist in Bezug anf den zugehörigen 
Haaptschnitt Polare, deren Pol die Projektion des Be- 
rührungspunktes anf die Symmetrieebene ist. 

Z. B. für die y-Ebene ist die Sehnittgerade -y -f- J^^ 

■-^ 1, und dies ist die Polare des Punktes x', 0, z', d. h. 
aber der Projektion Jt des Punktes P auf die y-Ebene, 

Der Satz gilt allgemein und liefert in 

Aufgabe 6, Die Konstruktion der Tangentialebene in P. 

Man projiziere (Fig. 17) P auf die y-Ebene in 7t. Da 

vermöge der Gleichung der Fläche — ^ H 5 > 1 ist, so 

fällt 71; aufserlialb der Sehnittellipse -^ -j — ■^- ■=^ 1, der ao- 
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134 '■ Die centralen Flächen zweiten Grades in apeziellei' Behaadlung. 

genannten Kehleüipse, und die Polare von n für diese 
Ellipse ist zugleich Chordale (Berühi-ungssehne) ; daber zieht 
man von n an die Kehlellipse die Tangenten ity und nö 
and verbindet die Bectthrung'*!] unkte j und Ö mit dem 
Punkte P, 80 siudPy undPtJ die beiden Haupttangenten 
(§ 7) in P und yVä ist die Tangentialebene. 

Beim EUipsoid fällt -w in die Ellipse und die Polare 
schneidet nicht, aber die Ebene dnreh sie und P ist auch 
hier die Tangentialebene. 




Alle Schnitte pai-allel der y-Ebene sind Ellipsen; hat 
die sehneidende Ebene die G-leiehung y -j- d = 0, so ist die 
Gleichung des Schnitts 

und da s^l, so hat von der ganzen Sehar ähnlicher 
Ellipsen die Kehlellipse die kleinste Fläche und Haupte 
achsen, und nach beiden Seiten der y-Ebene nehmen die 
Schnittellipsen symmetrisch zu. (Fig. 18.) 

Die Endpunkte der Hauptachsen der Kehlellipse heifsen 
die Scheitel des Hyperboloids. 

Aufgabe 7. Die Schnitte parallel der x-Ebene zu 
untersuchen. 



Der Hauptsehnitt selbst ist - 



= 1, eine Hyperbel 
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§ 22. Das einschalige Hyperlioloid. 135 

mit deu Acbsen e und b, ihre Haaptseheitel (Endpunkte 
der reellen Achse) liegen auf Scheiteln der Kehlellipse. 

Die Schnitte im Abstand + ö sind ähnliehe Hyperbeln 
mit den Gleichungen 



Da für die Hauptscheitel, so lange s reell, e^ > 0, 
z r= r £ ^ ^= 0, \ = ö", 80 genügen sie der Gleichung der 




Kehlellipse. ils lieifcn also die liauptscheitel der Hyperbeln 
bis £ = auf der Kehlellipse und die Schnitte eind im 
eigentlichen Sinne dem Haaptschnitt x ^^ ilhnlich. Wenu 
i5 ^ a ^= X, so wird die Sehmttebene 7Ui Tangentialen in 
den Scheiteln der Kehlellipse auf der x-Achse, cüe Hyperbel 
geht in die Asymptoten, das bestem der beiden Haupt- 
tangenten, über. 

Wird X bezw. (!>a, so werden die Schnitte der 
zum Hauptsehiiitt x adjungierten Hyperbel ähnlich 
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(im engeren Sinne, denn die adjungierte ist dec eigentlichen 
Hyperbel ähnlich mit imaginärem Ainliehkeitafalitorj. Ihre 
Haaptscheitel liegen von da ab auf dem Hauptsclinitt 
z = 0. 

Aufgabe 8. Die Schnitte parallel der z-Ebene au 
untersuchen. 

Die Resultate sind den vorigen ganz analog. 

Aufgabe 9. Sind a' b' e' irgend drei konjugierte Halb- 
messer des Hyperboloids und P { x' irgend ein Punkt, der 
auf das System als Achse bezogen ist, so ist 

:l'l _ y_l^ J_ _^'!_ ^ _^ — Z!. J _ ^1 
a'- b"' .c* a^ b^ c'^ 

wo » b c die Hauptachsen. 

Aufgabe 10. Konstruiert man Über drei konjugierten 
Durchmessern des Hyperboloids ein Parallelepipedon, so liegt 
die Gegeneeke des Centruma wieder auf der Fläche. 

Aufgabe 10a, Den Ort der andern Ecken zu be- 
stimmen. 

Aufgabe 11. Die Gleichung des Hyperboloids in 
Ebenenkoordinaten 

■ d^ ^=::i.a^u — b* V — c^w. 

Aufgabe 12. An das Hyperboloid zu einer gegebenen. 
Ebene parallele Tangentialebenen zu legen. 

Im allgemeinen giebt es zwei, reell wenn d^ > 0, d. h,, 
wenn die Ebene ux + vy-j-wz + ^^O ist, wenn die 
Ebene den Asymptötenkegel in einer Hyperbel sehneidet; 
eine, wenn sie ihn in einer Parabel sehneidet, und keine 
wenn in einer Ellipse, 

Es folgt dies ohne alle Rechnung sofort ans der That- 
sache, dafs die Tangentialebene das System zweier Geraden 
d, h. eine Hyperbel ausschneidet und die Schnitte der Fläche 
und des Asymptotenkegels homothetische Kegelschnitte sind. 

Aufgabe 13. Den Asymptötenkegel zu untersuchen. 

Die Gleichung ist ~- — -Z- + A- = =- K (s), d, h. 

" a^ b* ' c- 

er ist ein elliptischer Kegel. Sein Schnitt durch eine Ebene, 

welche der y-Ebene im Abstand +(J parallel ist, ist die 

Ellipse mit d«n Achsen aV's^ — 1, hVe- — 1, d.h. aber. 
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B eiuschalige Hyjierlioloici. 
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ihre Achsen aiiicl kleiner als die der homothetisehen Ellipse^ 
in denen sie die Fläche F^ schneidet; d. h. der Asymptoten- 
kegel K (Fig. 19) liegt ganz innerhalb der Fläche. Auf 
der Fläche ist K (s) = 1, zwischen F' und K ]> 0, innerhalb 
K < 0, anfserhalb der Fläche F' ist K(8) > 1, denn wenn Q 
ein Punkt anfserhalb, so Bchneidet M Q die Fläche in P 
zwischen M und Q, es ist daher 

x,i=^/tXp; y, = ;iyp; Zq===:,((z„ 
WO ;( > 1 und K (Q) ^ ;r K (P) == fC: 
Diese Beziehungen sind umkehrbar. 




Aufgabe 14. 'Wenn der Ai.^ mptotenkegel gleichseitig, 
sind die Schnitte, welche <ius der F^ gleichseitige Hyperbeln 
anssehneiden, den Tangentialebenen des zum Asymptoten- 
kegel supplementären (s fe 1*-!) parallel 

Aufgabe 15. Die Kreitpuukte dei F-. 

Damit nnsre Formeln § 18 S. 106 passen, mufs l, < J.^, 
d. h. e > a angenommen werden. Für den Radius des 

Sehnittkreises haben wir dann r^ ^ c^ 1 1 + . „ „ ), woraus 

ersichtlich, 1) dafs der kleinste Kreis sein Centrnm 
im Mittelpunkt der Fläche hat, 2) dafs r nie wird, 
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also keine reellen Kreispunkte auf dem emsehaligen 
Hypecboloid existieren. 

Aufgabe 16. Die Punkte der Fläche ku be- 
stimmen, in denen die beiden Erzeugenden auf- 
einander senkrecht stehen. (Orthogonal - Punkte) 
vgl. § 7, Die Kugel von Monge. Andere Lösung: Die 
Tangentialebene in diesem Punkte schneidet aus der F^ 
eine gleichseitige Hyperbel, die in ihr Asymptotenpaar 
"Übergeht. Sie ist also einer der Tangentialebenen des 

Kegels ■ . — 1" . , ^ parallel Nennen wir den Punkt 

der F^, etwa x' uüd den zugehörigeu des Kegels S', so 
haben wir nach der Gleichung der Tangentialebene 

also ist der Ort der Punkte x' der Kegel 

iJl (i^ ^ A3) x^ + }.l il^ + lg) y" + H ß^ + /-a) z' --= = Ke. 

Dieser Kegel ist f Ui- das Ellipsoid imaginär. Multipliziert 
man die Gtleiehung der Fläche mit (J.^ k^ -\-k^kg-\- X,^ X^) 
und subtrahiert F^ und Ke, so erhält man die Gleichung 
der Kugel von Monge 

x' + y- + .'-().,- +ir' + in = 
oder ft!r nnsre F^l 

x^ 4- yä -]- z^ — (A — B + C) -^ 0. 

Die orthogonalen Punkte der F* liegen auf dem 
Schnitt der Kugel K mit dem Kegei und dieser ist 
eine sphärische Hyperbel. 

Aufgabe 17. Ort der Gentren aller gleichaeitig-hyper- 
bolischen Schnitte der F^. 

Der Kegel Ke. 

Aufgabe 18. Wann existieren keine reellenOrtho- 
gonalpunkte auf dem einschaligen Hyperboloid? 

Wenn Ke imaginär ist; dies tritt ein, wenn B gröfser 
als A und gröfser als C ist, dann sind die Asymptotenwinkel 
beider hyperbolischen Hauptsehnitte kleiner als 90". 

Aufgabe 19. Wann ist die Kugel von Monge 
imaginär? 

Wenn B > A -j- C ist. 
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Hervorzuheben ist, dafs in diesen beiden Fällen 
der Kegel Ke und die Ku^el von Monge für das 
zweisehalige Hyperboloid desselben Asymptoten- 
kegels reell sind. 



§ 23. Das zweisclialige Hyperboloid. 

Das zweiscbalige Hyperboloid sei 



Es ist Aoiit emschaligen nui dnrib das Zeichen dt'- kon 
stanten Glitdes unterschieden und min kann alle Reehnungen 
fm beide gememiam machen, nenn man das konstante G-lied 
1^1 nennt Dennoch ist die gestaltliche Verschiedenheit lehr 




grofs. Wenn a, b, e dieselben Werte haben wie im \ origen 
Paragraphen, bleibt der Asymptotcnkegel derselbe, nnr hegt 
er ganz aufserhalb der Fläche (s. Fig. 20) denn sein 
Schnitt parallel der y-Ebene im Abstände + d ist die 



Ellipse ^ + A- --- 
F* die Ellipse ~- -\- - 



während der entspierhende der 
=^ -j-j — 1 ist. Daj ein«chalige 
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und zweiachalige Hyperboloid mit gleichem 4.s> mptotenkeo el 
nennt man adjungiert (adjung^erte Hyperbeln) 

Anfgabe 1. Die Hauptaehnitte parallel der ^ Ebene 

Der Hauptsehnitt y ^ giebt die imaginire Ellipse mit 

den Aebaen ia und ib, die Parallelschnitte bleiben imagmar 

bis ihr Abstand von y = den Wert + b erreicht FUr 








difese beiden Schnittebenen, welebe Tangentialebenen sind, 
wird, der Schnitt die Ellipse mit den Achsen aO und e 0, 
d. h. er reduziert sich auf die Punkte x^^^O, i^Q, y ^= + b. 
Diese beiden ausgezeichneten Punkte heifsen 
die Scheitel der Fläche. 
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Die Fläche besteht aus zwei von einander linrnli 
einen Streifen von der Breite 21) und parallel y = 
getrennten Stücken oder Schalen (Fig. 21). 

Die Sehnittellipsen weiden, wenn der absolute Betrag 
ihres Äbstandes beständig wächst, beständige gröfsere homo- 
thetisehe Ellipsen. 

Aufgabe 2. Die Schnitte parallel den Ebenen x ^ 0, 

Der Haüptsohnitt x =^ ist die Hyperbel 



und die Paralielsehnitte sind ähnliche Hyperbeln mit be- 
ständig wachsenden Achsen. Der Hauptsehnitt » ^ ist 
die Hyperbel 

b- a^ 

Die Hanptscbeitel der ersten Schar liegen auf 
dem Hauptsehnitt der zweiten Schar u. v. v. 

Die Nebenscheitel beider Scharen liegen auf 
dem imaginären Hauptschnitt y=^0. 

Da R des § 17 jedes Zeichen annehmen kann, so 
existieren Schnitte aller Arten, wie beim einschaligen Hyper- 
boloid und die Bedingungen, da sie nur vom Asymptoten- 
kegel abhängen, sind dieselben. Damit unsre Formel § 18 
die reellen Kreissehnitte darstelle , muCs also auch hier 
c'^ > a* sein, alsdann ist 

„ c'— a^ b* 



Die Kreisschnitte sind also der absolut gröfseren der 
beiden negativen i. bezw. imaginären Achsen parallel. 
Die Koordinaten der vier reellen Kreispunkte sind 






b' + c'\ 



= 0; 



b' + a" ' ■" ' b' + a< 

x^ = — X,; Ji^yi; ■/-i = 0. 
Aufgabe 4. Die Gleichung der 'i'angentialel)eiie im 
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Punkte x' y' i! aufzustellen und die imaginären Schnitt- 
geraden mit F^ 

a^ ' t e 

Aufgabe 5. Der Schnitt der Tan^entiiiebcne m P 
mit der y-Ebcne ist dif Polare des m Beza:; luf die 
Projektion von P diametralen Punktes für die Eilipe i c 

Der zu P diametrnle Punkt P ibt ' — \ — - y —% 
seine Projektion aof die y Ebene ist ' — \ — y ete 

Aufgabe 6. Die 1 angentiilebene ui P zu konstimeren 

Aufgabe 7, Tangentiilebeue von gegebener Stellung 

Die Gleichung der F in Ebenenkoordmaten ist 
(nx-j- vy 4" WZ)' ^ — a'u^-j-b \^ — b w^ 

Dieselbe Betrachtung wie im vongen Paragraphen eigiebt 
dafe es zwei giebt, wenn die Sehnittebene den Asymptoten- 
kegel in einer Ellipse (Kegelschnitt mit imaginären Asymp- 
toten) schneidet, eine, wenn der Schnitt parabolisch, d. h. 
also wenn er einer Tangentialebene des Asymptotenkegels 
parallel, und keine, wenn der Schnitt des Kegels hyperbolisch. 

Aufgabe 8. Ein für alle F^ ausnahmslos geltender 
Satz: Die sämtlichen Sehnen einer Fläche zweiten 
Grades, welche in einem festen Punkt P ihre Mitte 
haben, liegen in einer der Polarebene dieses Punktes 
parallelen Ebene. 

Wir hatten § 5 Formel 14 P (s m) -- P (s' s"} (1 + Ä) 
und als Spezialfall P (m m) = G (m) -= 2 P (s' s"), wo 
m j x' -|- x", . . ., 2 and s | s' -|- i s", . , ., 1 + J-, also wenn 
m U^tl 

P{xyzl; g7?a)-:G(m) 
d, h. die Ebene ist die Tangentialebene der homothetisehen 
Fläche, welche durch P geht. 

Aufgabe 9. Der Schnitt zweier konzentrischen cen- 
tralen F* liegt stets auf einem Kegel. 

(i^ — ;i/) x'^ 4- . . . = 0. 

Aufgabe 10. Die reellen und imaginären Kreispuukte 
einer F^ liegen zu je drei auf acht imaginären Geraden, 
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VI. Abschnitt. 

Die Paraboloide. 



§ 24. Die Gleichttiigen der Fläclieii in der 
Hauptform. 

Wenn die Determinante A von 6 (s) i^. 0, dagegen die 
des Asymptoteukegels a^^ = 0, war, so röekte die Spitze 
des Kegels, das Centram der Fläche, ins Unendliche, der 
Kegel wui'de znm Cylinder. 

Die Form G (s) der Fläche ist dann die Snmme der 
Gylinderform C y { aj^ x' -]-... a^^ wo «44 ^ und der 
linearen oder Ebenen-Form 

E(s){2a,,x + 2a,,y + 2a„z. 
Der Cylinder kann elliptisch oder hyperbolisch sein; 
denn wäre er parabolisch, so wäre A :^ gegen die Vorana- 
setznng und G (s) ein parabolischer Cylinder. 

Transformiert man den Cylinder auf seine Hauptachsen 
nach § 34, und so, dafs wir wieder die Cylinderachse, d. h. 
die Gerade nach dem unendlich fernen Doppelpunkt zui' 
z-Aehse wählen, so wird 

G(s)_i^x^ + ^,y^ + E'fs). 
Verschiebt man den Ursprung nach dem Punkt 
J — a'jj _ — a'j4 _ — a'44 
\ ^^ ' ^ ' a'aa 
so erhält man für G (s) die Gleichung 

1) G (s) ^ ^1 x^ 4- ;.2 y^ + 2 p z = 0, 

die Normalform der Paraboloide. 
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144: VI. Die l'arabolüide. 

In diesec Gleichung sind zwei der Gestalt nach sehr 
verschiedene Flächen enthalten, je nachdem J.^ und l^ gleiches 
oder entgegengesetztes Zeichen haben. Als Zeichen der l 
kann man im ersten Fall das -f- Zeichen wählen, p kann 
negativ gesetzt werden, denn wenn es sich als positiv er- 
giebt, brancht man nur die Richtungen auf der z-Achse zu 
vertauschen. Im zweiten Fall können wir annehmen, dafs 
i.^ negativ sei; wir haben also entweder das elliptische 
Paraboloid: 



-^_,>^_+2pz^0 

das hyperbolische Paraboloid. 

Die GröCse p ist hier von der — 1, Dimension. 

Die z-Achse heifst die Aehse der Paraboloide. 

Die Ebenen x = und y =^ sind Symmetrieebenen 
der Fläche. 

Aufgabe 1. Die Tangentialebene im Punkt P j x' zu 
bestimmen. 

Die homogene Form von 1) ist 

== A, 8? + /.g Sa + 2 p s. 8, = 
somit die Gleichung der Tangentialebene 

4) TT = Ä, X x' + >.j y y' + p (z + z') = 0, 

und dies ist für jeden beliebigen Punkt P die Gleichung 
seiner Polarebene. 

Aufgabe 2. Die Tangential- bezw. Polarebene von P 
schneidet die xz-Ebene in der Polaren der Parabel 
X^x^ -\-2pz = rmd des Punktes x', z', d. h, der Projektion 
von P, woraus sieh die Konstruktion sofort ergiebt. 

Aufgabe 2a. Die Gleichung der Paraboloide in 
Ebenenkoordinaten. 

Ist die Ebene in allgemeiner Form gegeben, u, v, w, d, 
so mufs A^ x' n :^= u, X^y' a=:v. n p = w, n z' p = d sein 
hieraus oder auch direkt ans a,i =^ — Kv^> ^aa "^ — ^iP" 
ttjj = — J,j ?.„ p. alle andern « ^ ergiebt sich 

5) pa-^A + pväB + 2wd = 0. 
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§ 24. Die GleichungeE der Fläeheii in der Hauptform. I45 
Der Berührmigspunkt dieser Ebenen wird bestimmt diireb, 
, _ üAp , _ vBp , __ _d_ 

Aufgabe 3. Ist w ^ 0, d, h. ist eine Ebene der 
Cylinderaubse parallel, so rückt der Pol ias Uu- 
endliohe. 

Aufgabe 4. Das Verhalten der Flächen im Un- 
endlichen. 

Der Schnitt von G- (s) mit der Ebene s, ^^ 0, der un- 
endlich fernen, ist daa Gebilde X^sl-\-l^Si = fi. Dieser 
Asymptoteneylinder liefert also zwei Grerade, deren Pro- 
jektionen auf die z-Ebene die Gleiehnng 

(xyi; + i/i;y)(x/x; — i/r,y) = o 

liefert, und deren Schnittpunkt x^=0, y = 0, z = co der 
Doppelpunkt der Schnittkuire ist. Die Tangentialebene in 
diesem Punkt enthält, wie man aus der homogenen Form 
von r sieht, diese beiden Geraden, die Fläche wird also 
von der unendlich fernen Ebene in diesem Punkte 
berührt. Die Geraden selbst sind nur wenn ^^ < "^ 
d.h. beim hyperbolischen Paraboloid reell. 

Man sieht auch direkt ein, dafs für hinlänglich grofse 
Werte der Koordinaten, aber für Punkte, welche in be- 
stimmter Richtung liegen, d, h. so dafs die Verhältnisse 
X : y : z bestimmt sind, z^ gegen x^ und y* verschwindet, so 
dafs G(a) im Unendliehen mit seinem Asymptotencylinder 
ij x^ -|- A^ y^ =; c zusammenfällt. Bei der Wahl dieses 
Cylinders ist die Konstante e willkürlich, denn der Cylinder 
i^ x^-^X^y^ ^= a fällt selbst im Unendlichen mit dem 
Cylinder Ä^ x* -|- ^a y'^ ^^ zusammen; es ist vielfach zweck- 
mäfsig, als Konstante von G(8) nicht zu wählen. 

Der Asymptotencylinder l^ x* -|- A^ y* =^ zerfällt aber 

wieder in die beiden Ebenen (kj ^ + ''■? y) =^ ö? welche sich 
in der z-Ächse schneiden, und sehneidet daher die unendlich 
ferne Ebene in zwei G-eraden, deren Schnittpunkt auf der 
z- Achse liegt. 

Aufgabe 5. Die Kugel von Monge für die Para- 
boloide, 

Nehmen wir u, v, w, d = — d als die Hesse'sehen 
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146 VI. Die Paraboloide. 

Koordinaten der drei zn je zwei normalen Berfthrungs- 

ebenen und addieren die di-ei Gleidrangen 5), eo erhalten wir 

p (A + B) — 2 (<i, Wj + ä^w^ + ÖgWa) = 0. 

Es ist aber leicht zu zeigen, indem wir die drei 
Gleichungen dreier solcher Ebenen mit Wj, Wj, Wg mul- 
üpli^ieren und ans erinnern, dafs U; -|- u^ -|- Ug = 1 etc., 
OjWj-l-u^Wg -]-UgW3^0 etc. Dafs dieSranme <J,w, -^-...^0 
nichts anderes ist als das z des gemeinsamen Punktes, also: 

Für die Paraboloide artet die Kugel von Monge 



Ebene aus. 

Aufgabe 6. Die Gleichung der Paraboloide in Strahlen- 
koordinaten. 

Aus der Gleichung des Berührungskegels 

P=(SS') = G(8)G(8') = 

entnehmen wir sofort 

7) p^c^ — ;i,;taC« + 21,paB — 2A2pbA = 0, 
ein Strahlenkomplex zweiten Grades. 

Aufgabe 7. Wann ist der Tangentialkegel reell? 

Man bat fUr die Berührungspunkte 
?.j x« + ;ia y^ -]- 2 p K = 
Ä^ X x' -f ilj y y' + p (z -|- z') = 
also dureh Subtraktion 

AjXa-|-Ägyb-j-pc = 
wo a, b, c die Richtungsfaktoren einer Tangente. Ist die 
Potenz des Punktes x' (d. h. der Spitze) gleich tv, m haben 
wir kj^x'^ -^ }.^y'^ -\-2]iz,' =: 7t und erhalten durch Sub- 
traktion Z^ x' a -|- ^j y' b -|- p c =^ — jt und wieder durch 
Subtraktion 

7a) Ij s,^ -}- X^h'^ = lt. 

Wenn 'k^ und d^ entgegengesetzte Vorzeichen haben, so 
ist diese Gleichung stets erfüllbar, wenn aber \ und ig 
positiv sind, so ist sie für negatives 7t nur durch imaginäre 
Werte von a oder b oder beiden erfüllbar, d. h. also 

An ein hyperbolisches Paraboloid läfst sich von 
jedem Punkt ein Tangentenkegel legen, an das. 
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§ 24. Die Gleichungen der Pläclien in der Hauptform. I4.7 

elliptische nur für die Punkte, für welche die 
Potenn positiv ist, dieae nennen wir wie tei der 
Kugel äufsere Punkte. 

Aufgabe 8. Welche Fläche stellt die Gleichung 7) dar? 

Einen Cylinder, der durch die Berührungskurve geht, 

die Hauptachsen des Paraboloids hat, dem Cylinder 

A^x^-|- Ajj^^ 1 älhnlieh ist und liegt, nur dafs die Haupte 

eylinderachse durch die SpitKe des Kegels geht. 

Aufgabe 9. Einem Paraboloid einen Cylinder umzu- 
sehreiben. 

Aus Aufgabe 6 entnehmen ^vir nninittelbar die Gleiehung 
des Cylinders, denn a, b, c sind die konstanten Koordinaten 
der unendlich fernen Spitze des Cylinders bezw. die 
Richtungsfaktoren der Cyl inderkante. 

Die Berührungskurve hat die Gleichung J,,xa 

-j-l^yb -]-pc =; 0, d. h. sie ist der z-Ebene parallel. 

Aufgabe 10. Durch Keehnnng nachzuweisen, dafa 

man in der Tangentialebene jedes Punktes dieser Ebene 

eine Gerade von der Richtung a, b, e ziehen kaim. 

Ist Xj^ ein Flächenpunkt dieser Ebene, so ist die 
Gleichung seiner Tangentialebene ftlr x ^ x^ -|- ra ete. 
identisch erfüllt. 

Aufgabe 11. Aus der Gleichung 4) Aufgabe 1 den 
Satz zu entnehmen: 

Liegen die Pole auf einer Parallelen zur 
Flächen-Achse, so sind die Polaren parallel. 
Diese Parallele heifst daher hier Durehmesser. 
Aufgabe 12. Die Umkehrung des Satzes durch 
Rechnung ku erweisen. 

Die Gleichungen 6) zeigen, dafs sich durch Änderung 
von d nur die z-KoordJnate des Poles ändert; es gehört also 

zur Stellung u, v, w der Durchmesser x = — ^ : y = — 1— . 
'' ' ' w /, ■' w A3 

Aufgabe 13. Die Formel 7 a) Aufgabe 7 aus dem 
Potenzsatz Aufgabe 11 § 4 abzuleiten. 

Aufgabe 14. Die Polar ebene eines in der 
Richtung abe unendlich fernen Punktes ist parallel 
der Flächenachse. 
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+ T- + T^L-r = » 



14g VI. Die ParaboloMe. 

§ 25. Ebene Schnitte der Paraboioide. 

Wenn wir das Paraboloid &(8) dnroh eioe Ebene 
^{^) { ^is ^1 + ^38% + '^83 8, + dSj =0 schneiden, so legen 
wir wieder durch die Sehnittknrve den Cylinder, dessen 
Achse auf E(8) senkrecht steht. Wir haben wieder 

C, = G(8) + E(s)H(8)^0 
und erhalten für die Koeffizienten der Cylinderform 

^!i ^ ^1 + ^ubiäj ajg = bjyU-[-hj3 v; a^^ :^=2wbg3; 
d. h. also genau dieselben Werte wie früher, nur dafs l^ = 
ist. Mit dieser Änderung bleiben also die Rechnungen be- 
stehen. 

Aufgabe 1. Die Ebenen, welche aus einem 
Paraboloid gleichseitige Hyperbeln aussehneiden, 
sind den Tangentialebenen des Kegels 
!!_ 
K 

parallel. 

Aufgabe 'i. Die Ebenen, welche aus einem 
l'araboloid Parabeln aussehneiden, sind der Achse 
der Fläche parallel. 

Aufgabe 3. Ist die Sehuittebene einer der 
Achsen parallel, so ist die Nebenebene derselben 
Achse parallel. 

Aufgabe 4. Die Neben ebenen paralleler 
Ebenen sind parallel. 

Aufgabe 5. Die Stellung der Kreissehnitte au- 
zugeben. 

Wir haben 

cos^ y '-=^0; 
2) co8-« = 0; cos^ji^-^-7 — --; (me^ y =^ -p- ; 



Wenn 1„ negativ ist, d, h. fUr Aas hyperbolische 
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§ 25. Ebene Schnitte der Paraboloide, 149 

Paraboloid aiad alle KreisBChnittformCD imaginär bis aaf 
die erste, während für das elliptische nur diejenige Doppel- 
schaar reell ist, bei denen das gröfsere k im Nenner von 
cos y steht. Man kann annehmen, dafs A, <Cl^. 

Aufgabe 6. Die Schar 1) za iintersucheB. 

Die Schar 1) gehört, da ihre Ebenen der z-Aehse 
parallel, KOgleieh ku den parabolischen Schnitten; der 
Widerspruch ist nur scheinbar, denn diese Ebenen schneiden 
Gerade ans, und diese Geraden kiSnnen sowohl als Kreise 
mit dem Radius co, wie als Parabeln mit dem Parameter 
betrachtet werden. 

Die Gleichung dieser Geraden wird gefunden als Schnitt 
der Ebene xb^^ -j- yb^j -]- d = mit der Ebene 



also giebt es eigentliche Kreisschnitte beim hyperbolischen 
Paraboloid überhaupt nicht. 

Aufgabe 7. Die Sätze in Aufgabe 1, 2, 5, 6, 7 durch 
Transformation der Koordinaten in die Schnittebene abzu- 
leiten. 

Aufgabe 8. Den Abstand der Nebenebene, den Badius 
des Schnitts, die Koordinaten des Centmms zu bestimmen. 

Wir haben cos a^^O, setzen wir cos /!f == /S und ß08y^=y, 
80 raufs aus der Gleichung des Cylinders, wenn man das 
Kreuz der y-, z-Achsen um die x-Achse dreht, so dafs die 
neue y-Achse, die j;-Aehse, in die Cylinderachse fällt, ij 
herausfallen. Wir haben y = i;/? — ty, z = ^y-\-Kß und 
erhalten 

/,x^ + ;..^^ + ^{ö+2d(v/S + wj')H-2p7) 
+ ?(2d(w/9-v^) + 2pA 
oder: 

/..x'^ + ^,c^ + ^(^ + d(^,-i,) + 2pr) 

+ 2i:(/.2d,5y + p^ + dd^0. 
Hieraus bestimmt sieh: 



-d, t,-. 






i+_P_^.) 
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150 '^I- üie Paraboloide. 

und hierans für die Koordinaten des Centrums in den Ko- 
ordinaten X, y, z 

vA- — ^ ß-y _—^ —vi}-2— K) 
Kr' "" y yK r ' 

— &Ö — Kti- 



. 0; y„ = - 



Aufgabe 9, Die Kesnltate in den Gleichungen durcli 
ibe 7 zu kontrollieren. 

Aufgabe 10. Die Koordinaten des Centrums durch 
den Durchmesser, auf dem sie Hegen, abzuleiten. 

Der zugehörige Durchmesser ist y = -^ |-) x=:(), 

liegt also in der x-Ebene. 

Aufgabe 11, Die Kreispunkte des elliptischen 
Paraboloids zu bestimmen. 

Flir das hyperbolische sind die Kreisschnitte, also auch 
die Kreispnnkte imaginär, f Ur das andre wird r =^ 0, wenn 
das Centrum auf der Fläche liegt, d. h, also 

Die beiden Punkte, welche bei entgegengesetztem y in der 
x-Ehene liegen, liegen in gleichem Abstand von der z-Ebene. 
Aufgabe 12. Die Kreispuukte aus der Gleichung 
d d = ^ zu bestimmen. 

Aufgabe 13. Die Kreisschnitte mit Hilfe der Kugel 
als Spezialfläehe zu bestimmen. 

Es ergiebt sich, da die Kugelform ftlr orthogonale 
Koordinatensysteme keine Produkte von Koordinaten ent- 
hält, dafs einer der Richtungsfaktoren von E k. B. « — 
werden mufs; wir setzen 

yz--(/iy + d); j'^z^-0*y + d)^ = E(8)E'(8)-O 
G (s) + E E' = i, x^ + y^ {l, - ß') + y' z= 
-f 2pz~2/iyd — d^^O, 
also 
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g 25. Ebene Schnitte der Paraboloiile. 151 

Aufgabe 14. Die Koordinaten des Geßtrums der 
Kreise mittelst der Kugel zu bestimmen. 
Das Kugelcentrum hat die Koordinateu 

ferner fftr den Kugelradiiis 

Das vom Kiig;eleeiitram gefällte Lot hat die Crleichung 

^ „ ' = ~ und sehneidet die Kbene /?y-|-/z-l-d=^0 

P 7 

im Centnim dea Schnitt kreise s. 

Aufgabe 15. Zu beweisen; zwei Schnitte je einer 
Schar liegen auf einer Kugel. 
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VII. Abschnitt. 

Die Reyeschen Achsen der Paraboloide. 

§ 26. l>ie Reyeschen Achsen. 

Die Gleiehiing der Normale ist, wenn x' der Be- 
rührnngspnnkt 

K^' ~ Kj' ^ V 

und ebüQ dies ist auch (?gl. § 7 S. 60) die Gleichung einer 
Reyeschen Äehee mit dem Pol P \ x'. Die Gleichung der 
konjugierten Ebene ist dann die der Polarebene , d. h, 
AjXx' -f-ij jy' -[-p (z "t-z') ^= 0. Es ist 1), wenn x' nicht 
auf der Fläche, die Gleichung der Normalen der horaotbetisehen 
Mäche G{s) ^ — jt=^<d, wenn wir mit jt die Potenz des Poles 
in Bezog auf die gegebene Fläche bezeichnen; der Achsen- 
komplex ist also, wie bereits § 29 bewiesen, identisch mit 
dem Komplex der Normalen der homothetischea Fläehen- 
schar G(s)~k. 

Aufgabe 1. Die homothetische Schar eines 
Paraboloids besteht aus kongruenten Flächen. 

Die Gleichungen der gegebenen und eine ihr homo- 
thetische k werden identisch, wenn man den Ursprung in 

der Fläehen-{Cylinder-) Achse um -^ — verschiebt. Die 

ganze Schar dieser Flächen kann man also als vom 
unendlich fernen Punkt des Paraboloids (auf der 
z-Achse) durch Parallelstrahlen projiziert be- 
trachten. Dieser unendlich ferne Punkt tritt also in jeder 
Hinsicht an Stelle des Centrums der Centralflächen ; femer: 
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§ 26. Die Eeyesehen Achsen. 153 

Der Achsenkoniplex eines Paraboloids bleibt 
nngeändert, wenn man ihn in der Eichtnng der 
Fläehenaehse verschiebt, 

Anfgabe 2. Die Grondbedingaog der Achsen in 
Strahlenkoordinaten entweder direkt aus Aufgabe 8 § 7 
oder aus der Gleichung des Pols abzuleiten: 

2) a^=A^s'; h=^i.^j'; c = p; A = y'(p — ^a'-')) 
B = x' (i, z' — p); C = X' y' {X^ — l,), 
indem man für x' ^^i^ a : üi und flir y' setzt b : l^ 

' ab l, Ag "^ 

Aufgabe 3. Aus 3) den Satz zu beweisen: 
Jede Parallele zur z-Achse ist Achse, filr sie ist 

a :^ 0, b = 0, c = 0. 

Aufgabe 4. Die Gleichung 3) geometrisch ku 

interpretieren. 

„ . C Cc / A B\ 1 ^_ A 

liS ist — — = — - — = 1 — -j- 1- aber— -^ 

ab aueVb a/O b 

ist die Strecke, welche die Projektion der Geraden auf die 

x-Ebene von der z-Achse abschneidet; — die entsprechende 

Strecke für die y- Ebene, und da C^p, so heifst nnsre 
Bedingung 3): 

Die Differenz der Abschnitte, welche die Pro- 
jektionen einer Achse auf die beiden Symmetrie- 
ebenen in der z- Achse bilden, ist konstant und 
gleich p («^ — ß^ 

Aufgabe 5. Mit Ausnahme der beiden andern Haupt- 
achsen und der ihnen parallelen steht keine Achse auf der 
Fläehenaehse z senkrecht. 

Aufgabe 6. Aus der geometrischen Bedeutung von 
3} folgt geometrisch, alle parallen Achsen liegen in einer 
Ebene; den Satz durch Rechnung zu beweisen (vgl. § 7 
Aufgabe 8), es ist hier A — A' ^ — 'p(z' — z") etc. 
— C = 0, die Ebene ist also der z-Achse parallel. 

Aufgabe 7. Die Pole aller parallelen Achsen liegen 
auf einer Geraden. 

Aufgabe 8, Die Projektion einer Achse auf 
die K-Ebene ist wieder eine Achse. 
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1- VII, Die Kejeschen Achsen der Paraboloide. 

Aufgabe 9. Die reziproke Polare einer Aeliae a. 
Wir fliidoD 



x+ 



Ap"z' I Bp^z' 



Aufgabe 10. Die reziprolten Polaieo einer Schar 
paralleler Achsen bilden setb&t eine Sihar paialleler Achsen 
und ihre Ebene ist die Polaiebene des m der ursprünglichen 
Achsenrichtung unendlich ieinen Punktes 

Aufgabe 11. Den Pol auf dtr le^iproken Polare 
einer gegebenen Achse, den reziproken Pol, zu bestimmen. 

Wii- toden rx' = -j-J-j^-; Vy'=^ (jl^ , 
dagegen bleibt die Relation § 7 Aufgabe 14 für ^' nicht 
gültig. 

Aufgabe 12, Die Schar mit F homothetiacher Flächen 
besitzen auf den identischen Achsen auch identische Pole. 
Die l^fspunkte dagegen variieren, denn die Polarebenen 
desselben Pols bilden eine Schar paralleler Ebenen. 

Es ist vorteilhaft von einer beliebigen der Schai- aus- 
zugehen und dagegen mit p zu dividieren, wodurch die 
Gröfsen k^ und k^ von der — 1. Dimension vveiden, also 
die Gleichung der Schar wird 

^,x- + A,y= + 2z-K 
und die der Polarebene wird i^ x' x -]- A, y' y -|- (/, -|- z') = K- 
Dagegen geht in die Gleichung des Pols die Konstante K 
nicht ein, 

Aufgabe 13. Die iWspunkte auf einer Achse a, A 



Wir haben Xf^=:x' —XjX,p; yt^^y' — k^j'^- Zf^^z'- 
) ß := G (x') : a' -|~ b- -]- e^ = G (x') ; n^ und erhalten 

a = a B — b A + K — i — -?-. 
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§ 27. Der Achaenkegel. 155 

Aufgabe 14. Die Gleichung der Polarobene in den 
Koordinaten der Achse anszudröcken. 



4) 



;., a ^ ;t, ^ b " 



Die Bedingung 3) sagt aus, dafs alle Paraboloide 
koaxial, für welche ^— = ^ konstant ist, also ist das 

Seliema einer solchen Schar, wenn -^ ^^ 1 



eine doppelt unendliche Mannigfaltigkeit; unter ihnen bilden 
diejenigen, für die fi dieselben Werte hat and auch 1, un- 
verändert bleibt, also nur K variiert, d. h. die bomothetischeü 
eine einfach unendliche Menge, dadurch charakterisiert, dafs 
sie koaxial and konpolat sind; eine zweite einfach unendliche 
Schar bilden diejenigen, für welche K — li ^= c^, K — 1^ ^ Cg 
ist, ihr Schema ist 

sie heifsen konfokal und sind koaxial und konnorraal, d. h. 
dieselbe Gerade ist für alle Achse und besitzt für alle 
dieselbe zur Achse normale Polarebene. 

Aufgabe 15. Jede Gerade einer der beiden Symmetrie- 
ebenen ist Achse für alle Flächen F*, welche dieselben 
Symmetrieebenen haben. 

Es ist für eine Gerade der x-Ebene a = und = 0. 



§ 27. Der Ächsenkegel. 
Wir haben die Achsenkoordinaten spezialisiert, indem 
ir c^^p bezw. gleich 1 setzen; lassen wir sie allgemein, 
I haben wir für c zu setzen z ■ — ?, wo C den festen Punkt 
{e'j^C bezeichnet, dann giebt 3), wenn wir die Konstante 
— I^, welche für alle koaxialen Flächen unveränderlich 
t, mit ■/. bezeichnen, C (z — Q = ab>t oder als Gleichung 
is Aehsenkegels 

7) (x.i-rS(!i--i;)H-«(x-S(y-.i) = o. 
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156 VIT. Die Bejeschen Acbeeii Aet Paraboloide. 

Der Aehsenkcgel ist also vom zweiten Grade 
und für alle koaxialen Flächen identisch. 

Aufgabe 1. Jeder Aehsenkepiel enthält die drei 
parallelen zu den Hauptachsen des Paraboloids 
dnreh die Spitze. 

Der Kegel ist also wieder gleichseitig. 
Aufgabe 2. Die Ilauptachsengleichung des Aehsen- 
kegels. 

Verlegt man den Ursprung in die Spitze, so hsü man 
sofort 

(xij — y£)« — /txy^0 = 2-/Ky — 2xzij-^2yzi' = 
und da a^, ^ a^^ = ag, = 0, a^^ = — ^'-, a^^ ^= — }f, 
ßgg = — /.^, so ergiebt sieh 

Es ist dies die wohlbekannte in algebraischen Problemen 
(vgl. auch Teil 1) so oft vorkommende Gleichung und man 
sieht (vgl. Lampe, Geom. Aufgaben au den kubischen 
Gleichungen) ; 

Die Hauptachsen jedes Achsenkegels sind den 
Radien des Umkreises der drei Dreiecke pro- 
portional, für welche die Kostnas der Winkel sieh 
verhalten wie ^-.tiix bezw. deren Centram von den 
Seiten die Abstände ^,rj,x hat. 

Aufgabe 3. Für welche Punkte zerfällt der Achsen- 
kegel? Wenn ^ =: oder ij ^= (oder beides), d. h. also für 
die Punkte der beiden Symmetrieebenen. Die eine 
Ebene ist dann die Synnnetrieebene , die andere auf ihr 
senkrecht. 

Aufgabe 4, Wann zerfällt der Aehsenkegel für 
jeden Punkt? 

Wenn x.^0 ist, d.h. wenn die F" ein Ilotations- 
paraboloid, die eine Ebene ist dann auf der Rotations- 
achse z senkrecht, die andere ihr parallel. 

Aufgabe 5. Ort der Pole des Aehsenkegela? 

Wir haben für die Pole x die Gleichungen der Cyliuder 

I^ZÄ. = ISll. = z _ t und den Kegel 7). Der Kegel 

\x /,y 

hat mit jedem der Cylinder je eine Parallele zn den Haupt- 
achsen der F^ durch S {^ijt gemeinsam, welche nicht auf 
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den aadern Cylindem liegen, also dem Ort nicht angehören; 
der Ort ist also eine Ranmkurve dritten Grades, 
deren Projektionen auf die Koordinatenebenen Hyperbeln 
sind, deren Asymptoten den Achsen der F- parallel sind, 
also gleichseitig. (Hj'perbeln des Apollonius), 

Aufgabe ß. Ort der Pole für einen Punkt auf der 
Symmetrieebene, z. B. jj =^ 0. 

Für die Achsen in der Symmetrieebeae i; ^^ ist es 
die Hyperbel s — | = J.iX(z — C); für die Achsen in der 

Ebene |z— zx^^ die Gerade x — | = . ■ , z — K = -r— . 

Aufgabe 7. Wieviel Normalen eines Paraboloids gehen 
durch einen Punkt? 

Die Eanrnkurve der Pole, zu denen die Fufspankte ge- 
hören, achneidet die Fläche in sechs Pimkten, aber da zu 
diesen Schnittpunkten und Fufspunkten stets der uiiendlieh 
ferne der Fläche gehört, so bleiben generaliter nur fünf, 
welche ihren Fufspunkt im Endlichen auf der Fläche haben. 

Aufgabe 8, Fonniere die Gleichung, von der die 
Fnfspunkte der Normalen durch einen gegebenen Punkt s 
längen. 

Wir haben 

X _ ^- _ y — )f __ ,. _ 



oder 



also, da ^rfC auf der Fläche, 

Dies ist fili- % eine Gleichung fünften Grades. 

Aufgabe 9. Der Ort der Fufspunkte der Achsen des 
Achsenke gels. 

Wir haben in den allgemeinen Strahlenkoordinaten der 
Achse für die Polarebene 

8) X a + y b -f z c + c (Ij + B -. a) ^ 0, 
wo die Eonstante auch gleich e {1, — A : h) ist und die Gleichung 

7) C c ^ a b /. 
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und hierin für a zu setzen s — x , für A = y ^ — z i;, 
E = z§ — xC, C = (xij — yg) bezw. für a „x— g-', für 
C dann y g — x ?;. 

Wir erhalten also für den Ort den Schnitt der Fläche 
dritten Grades 8) und des Kegels 7), eine Raumknr^e 
sechsten Grades; aber 8) und 7) verschwinden für e^^O 
und a ^^ 0, d. h. für die Gerade x ^ g, 2 = ^, und in der 
zweiten Form der Konstante für y = ij, z ^ £. Diese Gerade 
. gehört also nicht zum Ort und derselbe reduziert sich 
auf eine Eanmknrve fünften Grades. 

Aufgabe 10. FUr wieviel Achsen ist ein gegebener 
Punkt x der Fnfspunkt? 

Wir haben nach Aufgabe 8, wenn x' der Pol ist und 
X der Fufspunkt, 

und tiesümmen ans der Gleichung der Polarebene r durch 
i,x' 



+ T±yv + -2--* = « 



beaw. 



i + 1, 1 ^ 1 + i, 



!^:r + -rav + 2'--' = »- 



Das ist aber wieder (vgl. 6) die Gleichung des kon- 
fokalen Systems und bestimmt für t drei Werte, die drei 
Achsen stehen wieder aufeinander senkrecht und wir haben 
den Satz 

Durch jeden Punkt des Raumes gehen drei auf- 
einander normale Achsen, für die er der Fnfspunkt ist. 

Daraus folgt, dafs die Raumkurve der Fufspunkte in 
der Spitze des Achsenkegels einen dreifachen Punkt hat. 

Aufgabe 11. Was wird aus der Fufspunkten- 
kurve, wenn die Spitze S in einer Symmetrieebene 
liegt? 

Ist z. B. 1]=^^^ so zerfällt der Aehsenkegel in die 
Ebenen y ^ und g (z — Q ^ -/ (x — %). Wir haben als 
Ort der Fufspunkte der Achsen in y = sofort, da y ^ 0, 
b^^O, B = x5 — y§ ist, die Kurve dritten Grades 

a(xa + zc)-|-c(l,a + B) = 0, 
welche im Punkte S einen Doppelpunkt hat. 
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Für die Achsen der Ebene g {z — " ^ (^ — s) ist 
A -. b = — t; b :^ y und 8) geht über in 

10) X (X - g) + y ^ + z (z ~ ^l + e (t, + Ö = 0. 

Die Fläche 8) ist in diesen^ Falle eine Kugel 
und der Ort als Schnitt einer Kugel und der Ebene 
ein Kreis, der durch S hindurchgeht und die y-Ehene zur 
Symmetrieebene bat. Der Radius der Kugel wird } 
durch e5 )3 



und die Konstruktion der Achsen des Herrn Schilke bleibt 
auch für die Paraboloide. 

Aufgabe 12. Der Schnittpunkt einer Achse mit 
einer Symmetrieebene und die Sehnittgerade einer 
Polare mit ihr sind wieder Pol und Polare in Bezng 
auf einen in der Ebene liegenden festen Kegelschnitt. 

FUr den Schnittpunkt einer Achse des Pols x' haben 
wir für y^O, x^=^ l^x' n, Zj^^z' — Lj, die Schnittgerade 

ist 4- 2 + *^8 + ^2 ^ tl. Verschieben wir den Ursprung 

auf der z-Achse so, dafs das neue z, es sei Z, gleich 
z-j-^lj) so ist die Gerade x x^ -|- x (Z -]-- Za) ^^ 0, und dies 
ist die Polare der Pai'abel x^ -4- 2 x Z =^ 0. Ebenso finden 
wir für den Schnitt mit der Ebene x = : y^ = — i^ y' x, 
Zj =: z' — 1^ und — y ys -|- K (z -[- z' + Ij^) ^ 0, Verschieben 
wir den Ursprung nach dem Punkt z^= — ^l,, so haben 
wir Pol und Polare für die Parabel y^ — 2>'.Z = 0. Diese 
beiden kongruenten Parabeln heifsen wieder die 
Fokalkurven der Paraboloids. Jeder ihrer Punkte 
heifst ein Fokalpunkt, die Brennpunkte der Parabeln 
selbst die Hanptbrennpuijkte. 

§ 28. Die Fokaleigenschaften der Paraboloide. 

Aufgabe 1. Die Schar 

besitzt dieselben beiden Fokalparabeln (Aufgabe 14 § 19). 
Daher heifst sie konfokal. 
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Aufgabe 2. Der Brennpimkt der eineo Fokalparabel 
ist der Seheitel der andern. 

Daa Koordinatensystem ist 

gegen die sonstige Lage nm 

90*^ gedreht. Demnach hat also 

die Parabel in der y-Ebene 

die Parabel-Achse nach links 

gerichtet, und die Parabel in 

der X- Ebene die Achse im 

(positiven) rechten Zweig der 

-,^ 1 z -Achse. 

""V,^ Aufgabe 3. Waa wird 

aas den Fokalparabeln, wenn 

j.,g 22 ' die lu-eprÜBgliehe Fläche ein 

Rotationsparaboloid ? 

Dann besteht die ganze Schar aus Rotationsparaboloiden, 

und die Fokalparabeln arten je in den linken nnd rechten 

Strahl der z- Achse aus; die beiden Hauptbrennpunkte fallen 

iu den Brennpunkt der Meridianparabel zusammen. 

Aufgabe 4. Die Schnittkurven der Scbar 1) mit einer 
der beiden Symmetrieebenen bilden eine Schar koufokaler 
Parabeln. 

Aufgabe 5. Die Ebene, welche im Berührungs- 
punkte einer Tangente der Fokalkurve auf der 
Tangente senkrecht steht, schneidet die Schar 
konfokaler Flächen in Kegelschnitten, deren einer 
Brennpunkt der Berllhrungspunkt ist. 

Beweis wörtlich wie Aufgabe 2 § 20, ganz analog ist 
die Rechnung. 

Aufgabe 6. Die Gleichung der Fokalkegel. 
Ygl. § 20 Aufgabe 4 für den Kegel über der Fokal- 
linie iu y ^= ist y' = 0, x' = - -r— ; z' = — , b ^ (y ■ — ij), 
also haben wir 

a) -^-^T^V- - 2 (z t; - y (y - V) + ij ~ vT \=^ 



and ebenso für den Kegel in x = 



2 {z g - X (X - ^) + (X - ^Y ], = 0. 
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Liegt P in der Ebene i; ^= 0, so reduziert sich a) aaf 

y'' ( -y^ — j [- 2 S + I2 ) ^ , d. h. auf die Doppelebene 

y =^ und ist wieder für jeden Punkt auf der Fokalparabel 
an sich unbestimmt; Herr Staude, der die Tlieorie der 
iFokal eigen Schäften der F^ g;egeben hat, sieht auch hier 
wieder das ebene Strahlenbüschel ais Fokalkegel des Punktes 
der Fokalkurve an. 

Aufgabe 7. Die Hauptachsen der Fokalkegel 
sind die drei Reyesehen Achsen, deren Fufspunkt 
die Spitze ist. (Staude.) 

Aufgabe 8. Die Flächen der konfokalen Schar za 



Der konstituierenden Gleichung geben wir die Form 

a) -jJ^ + --l!-. + 2. + » = 0, 

wobei wir unbeschadet der Allgemeinheit annehmen, 
1) 1^ ^ I2, 2) I3 > 0. T laufe von — 00 bis +00 

1) T = — CO. Es mufs in homogenen Koordinaten 
•2z%^-\-Tsl=^0 sein, also sl = 0, die Fläche reduziert 
sich auf die (doppelte) unendlich ferne Ebene. 

2) r zwischen — co und \^ ; beide Hauptachsen > 0, 
elliptische Paraboloide, and zwar liegen dieselben ganz 
nach der negativen Seite der z-Achse (in der Figur links). 

3) T^lg. Um einen Sinn für a) zu erhalten, mufs 
y=^0 gesetzt werden; wir haben also die Doppeiebene 
y^=0 und in ihr die Fokalparabel, der sieh die links- 
elliptischen Paraboloide von allen Seil«n her von innen 
üähem. Wir sind aber ebenso berechtigt, ^ = 1^ zu der 
folgenden Klasse za zätden, 

4) !9^T<;ij, da die Achse l^ negativ, so giebt dies 
hyperbolische Flächen; als Grenzfal! nehmen wir die 
Ebene y ^= 0, so weit sie aufserhalb der Fokaiparabel liegt. 

5) 1^1,; das ÄuCsere der rechten Fokalparabel, wenn 
wir die Fläche x^^O noch zu den Hyperboloiden, das 
innere, wenn wir sie zur folgenden Klasse rechnen. 

6) \^T^txi Elliptische Paraboloide, bei der die 
Achaenriehtung der z-Achse für reelle Punkte umgekehrt 
liegt, nur rechts Elliptische. 

7) I- ;i^ -|- Go, die unendlich ferne Ebene. 
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Aufgabe 9. Der unendlich ferne Punkt des 
Paraboloids F^ ist der ganzen konfokalen Schar 
gemeinsam (denn sie sind koaxial und konnormal); 
auch reohnerlBch, in homogener Form ist ^i — 0, s^ = 0, 
8^ ^ eine Lösung jeder Flächengleichnng 6(8)^:^0. 

Aufgabe 10. Die ganze Schar zerfällt in zwei 
kongruente Hälften, so dafs für zwei entsprechende sich 
die grofse und kleine Aehee vertauschen, sowie die positive 
Richtung der z-Achse. 

Sollte 1; — T = Ij — T^ sein, so wären die Paraboloide 
nicht kongruent, wohl aber, wenn man 1^ — t = — 1^ -[- 7.-^ 
setzt, ^ + ^1 ^ li + ^2 i ^^^ indem man die x- und y-Achse 
vertauscht, und fttr z einführt 2' = — z ■ ''~^ geht die 

Fläche r' in die Fläche r über. 

Die linke Hälfte umfafst die links Elliptischen F^ und 

die Hyperbolischen zwischen t =^ I3 und t = ~ - ^ ^ , die 

, IcLk und 1, 

und die rechts Elliptischen. Sich selbst entspricht das 

Parabolüid r ^^ — ■ ^ ' ; es hat den Punkt, der in der 

reduzierten Form J,^ x* -|- i^ y^ -j- 2 z = der Nullpunkt ist, 
den Seheitel, gerade in der Mitte zwischen beiden Haupt- 
brennpunkten; die Seheitel je zweier kongruenter Flächen 
liegen symmetrisch zu dieser Mitte. 

Aufgabe 11. Durch jeden Punkt, der nicht auf 
einer Symmetrieebene liegt, geht von jeder Schar 
je eine Fläche. 

Die linke Seite der Gleichung a) als Fnnktion von t 
betrachtet ist — a> für r gleich — co, ist für 1 gleich I^ — s, 
wo 6 äufserst klein + co, ist — 00 für 1^ + « und -|- co fHr 
1^ — e, und — CO für \^e und -|-oo für r gleich -|-co, 
also liegt eine reelle Wurzel zwischen — 00 und !„, 
eine zweite zwischen 1^ und 1^, eine dritte zwischen 
\ und +G0. 

Aufgabe 12. Die drei konfokalen Paraboloide des- 
selben Punktes schneiden sich normal. 

Beweis wie Aufgabe 10 § 20. 



y Google 



§ 29, Die Gestalt Aer beiflen Pamboloide. 163 

Man kann grade, wie man eiliptieche Koordinaten ein- 
führt, auch die drei Werte von t als parabolische Koordinaten 
einführen. Während aber die elliptischen sich für höhere 
Mechanik und mathematische Physik ala nn entbehrlieb es 
Hilfemittel entwickelt haben, sind die paraboHsehen bisher 
wenig verwertet worden. Wir verweisen für sie anf das 
oft erwähnte Werk von Staude. 

Aufgabe 13. Die rechte Fokalparabel schneidet die 
linken, die linke Fokalparabel die rechten elliptischen 
Flächen in den Kreiapnnkten. 

Aufgabe 14. Zusammenhang der parabolischen mit 
den kartesisehen Koordinaten, 

Aufgabe 15. Satz von Staude (Analogie der 
Dupinsehen Sätze). 

Für alle Punkte der einen Fokalparabel ist 
die Differenz der Abstände von zwei festen 
Pnnkten der andern konstant. 

Aufgabe 16. Die koaxiale (einfach unendliche) Schar 

~ + -^ + 2z = 
T ' T— k ' 

zu betrachten. Diese Schar ist Kuerst von Eobert Burg 
(z. Z. in Frankfurt a, M.) im Eeyesohen Seminar 1889 
behandelt, nnd es fänden sieh dort den Staudeschen sehr 
ähnliche Betrachtungen über die Grenztalle, die Schar 
besitzt kongruente Fokalparabeln, aber nicht die- 
selben Brennpunkte. 

Aufgabe 17. Satz von Burg: Schneiden sich 
zwei Paraboloide der Schar (ein Elliptisches und ein 
Hyperbolisches), so besteht die Schnittkurve aus zwei 
Parabeln, deren Ebenen sich in der gemeinsamen 
Flächenachee sehneiden. 



Gleichung 



! 29. Die Gestalt der beiden Paraboloide. 

Elliptische Paraboloid [Fig. 23) habe die 



i!_ 



1) _4__^__2z = 0, 

1, >. 1^ >■ 0. Die Fläche hat die Öymmetrieebenen 
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x^O, in der die Fokalparabel a liegt, und y = 0, in der 
die Fokalparabel b liegt. Die z-Ebene ist Tangentiale im 
Seheitel S j 0, 0, 0. Die Sehiiitte parallel z = sind 
ähnliehe Ellipsen mit stets wachsenden Achsen (Fig. 23), 
deren Centren auf der Flächenaehse liegen. Der Haupt- 
schnitt y = ist (\\': Piirahel x;^^2zl^, deren Achse 



^-- " 



1 


-r-r-"- f-. 



die Flächenaehse, deren Scheitel S ist, deren Brennpunkt 
einer der Hauptbrennpunkte ist. Der Hauptschnitt x ^ 
ist die Parabel y* = 21gZ, deren Seheitel ebenfalls S ist, 
deren Brennpunkt der andere Hanptbrennpnnkt ist. 

Die Schnitte parallel der y-Ebene sind kongruent dem 
Schnitt der y-Ebene, also verschiebt sieh die Parabel des 
Hauptsehnitts parallel; ebenso sind die Schnitte parallel 
der x-Ebene dem Hauptschnitt kongruent, also (Fig. 24): 



y Google 



§ 29. Die Gestalt der beiden Paraboloide. 165 

Das elliptische Paraboloit! wird erzeugt darch 
eine Parabel, deren Scheitel sich auf einer festen 




Parabel so bewegt, dafs die Achsen parallel und 
gleichgerichtet sind, die Ebenen der festen und 
beweglichen Parabel anfeinander senkrecht stehen, 
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und die Ebene der bewegliehen sich parallel ver- 
sohiebt. 

Das ElUptisolie Paraboloid kann als im Uneudlieheii 
geschlossen angesehen werden, da der Punkt x = 0, y ^^ 0, 
z = 00 der einzige reelle Punkt im Unendliclieii ist. Schon 
daraus folgt, dafs hyperbolische Schnitte nicht existieren, 
und dafs parabolische der «-Achse parallel sein mttssen. 

Die Kreisschnitte sind der x-Aehse parallel, also senk- 
recht auf der x-Ebene, liegen symmetrisch zu den beiden 
andern Achsen, und schliefsen mit der z-Ebene Winkel ein 

bestimmt durch cos /S ^= 4" V "f^ ^""^ ms ß' = -— y —. 
Die zugehörigen Kreispnnkte haben die Koordinaten 
x = 0, y^ + Aa,— U 2z^(l,-l,) 
und x-:::0, y = — j/ 1, (1, — 15), 2z^lj— 13. 
Das hyperbolische Paraboloid hat die Gleichung 

2) ^_Il_2z^0. 

Die Schnitte mit den Hauptebenen x ^i= und ^ ^::^ 
sind Parabeln x^ — 2 Ij^ a ■^ — — 2 Ij / d h du Aihsen 
der Parabeln liegen entgegengesetzt, ihre Brennpunkte sind 
die Hauptbrennpunkte, sie berühren sith im Scheitel S 




Aufgabe 1. Die Fläche wird erzeugt wie das elhplische 
Paraboloid, nur dafs die Achsen der testen und der beweg- 
lichen Parabel entgegengesetzt gtrithtct sind (Fij; 25 1 
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Aufgabe 2. Der Schnitt z =^ ist die in ihre Asymp- 
toten zerfallende Hyperbel 

(f"T)-»-(^+T)(T-i)-^.-. 

™ a = li, b = li und &{y + |- = 0, 1>.{t-T = Ö- 

Aufgabe 3. Die Gleichung der Fläche, wenn g^ zur 
^-Aehse, h„ zur Tj-Aehae gewählt wird und die z-Achse bleibt 

2g =, ^ 1 I_. IJl. _ == Ji. _ Z- 

Va^ + b- a "*" b ' yp~:fp a b ' 

also 

3) 2g7, = z(l, + l,). 

Aufgabe 4. Die Schnitte der Fläche parallel zur 
z-Ebene sind Hyperbeln, deren Asymptoten g und h parallel 
sind. Die Hyperbeln sind gleichseitig, wenn li =^ 1« (in 
der Achsengleichung ^^ -^- J.^ :^ 0) , dann heifst die Fläche 
gleichseitig. 

Aufgabe 5. Der Schnitt der Fläche durch eine Ebene, 
■welche der z-Achse nicht parallel ist, ist eine Hyperbel. 
(Achsengleiehung des Schnitts). 

Aufgabe 6. Die Geraden auf der Fläche. 

Setzt man ^^ g = 2ß; eh==z 

2) g = öz; ffh = 2 
wo Q und o zwei willkürliche Parameter sind, so liegen 
sowohl die Geraden, in denen sich die Ebenen der 
Schar 1) schneiden, als die, in denen sich die Ebenen 
der Schar 2) schneiden, auf der Fläche. Umgekehrt 
folgt, dafs jede Gerade, welche auf der Fläche liegt, zu 
einer der beiden Scharen gehört, und zwar ohne Muhe, 
wenn man die Gerade bestimmt durch den Punkt, in dem 
sie die z-Ebene schneidet, nnd ihre Eichtungefaktoren. 

Das hyperbolische Paraboloid gehört also zu den gerad- 
linigen Flächen (s. Fig. 26), die Ebenen jeder Schar sind 
unter sich durch die gleichen Parameter projektiv bezogen, 
es kreuzen sich also die Geraden jeder Schar unter sieh, 
während jede Gerade der einen Schar jede Gerade der 
andern schneidet. 

Durch jedenPunkt derFlächeg'chen zwei Gerade. 
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Aufgabe 7. Die Projektionen der Geraden der Sehar 1} 
auf die z-Ebene sind alle parallel der Geraden g„, die der 
Geraden der Schar 2) alle parallel der Geraden li„, 

Aufgabe 8. Die Ebenen zn bestimmen, welche aus 
der Fläche nur eine Gerade aosschneiden. Es mufs b,„ = 0, 



1*1. = - 



l^- 



- sein, es sind also die Ebenen der Sehar 



= 2? und c(^-^ — l-j^_2 




Aufgabe 9. Durch einen Punkt P der Fläche eine 
Ebene dieser Schar zu legen. 

Man projiziert P auf die z-Ebene in P', zieht durch 
P' zu gf, bezw. hp die Parallele g' bezw. h' und legt durch 
P' und g' bezw. P' und h' die Ebene. Die eine sehneidet 
aus der riäehe die Gerade g der Schar 1), die andre die 
Gerade h der Schar 2). 
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Aufgabe 10, Da jede Gerade ihre eigne Tangente 
igt, so ist die Ebene durch g und h die Tangentiale, es soll 
dies durch Rechnung gezeigt werden. 

Aufgabe 11. Die Tangentialebene in P durch die 
Linie g nnd h zu konstruieren. 

Da die Gerade g ganz in der zur z-Ebene normalen 

Ebene -^ -\- ^ = ^ 2, "p q liegt und die Ebene z = im 

Punkte — — -1— ^i^ 0, d. h. auf h„ sehneidet, so ergiebt sieh. 

ah' " 

die Konstruktion (s. Fig. 27). 



Fälle von P auf die Ebene z ^^ das Lot P P', ziehe- 
durch PF' die Parallele g', zu g,, schneidet h^ in A, so ist 
AP die Gerade g; entsprechend wird h konstruiert. 

Aufgabe 12. Wann artet die Sehnittparabel durch 
eine Parallele zur z-Ebene in eine Gerade aus? 



Aufgabe 13. Wann stehen g und h aufeinander 
senkrecht? 

Wenn die gleichseitigen Hyperbeln, welche eine Ebeuen- 
schar, die beiden parallel ist, ausschneidet, in ihre Asymp- 
toten übergeht. 

Diese Ebenenschar sind den Tangentialebenen des Kegels 

-y- -j- 1- . ^ parallel; es mofs also eine Tau- 
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gentialebene der Fläche F^ in einem solchen Orthogonal- 
pnnkte P { x' einer Tangentialebene dieses Kegels parallel 
sein im Ponkte g^'. Die Richtungsfaktoreu nilissen pro- 
portional sein. Das giebi 

also nach Division mit l^ X^ 

Die Orthogonalpunkte eines hyperbolischen 
Paraboloids liegen anf dem Asymptotency linder 
mit der Konstante 1, — ^ I,. 

Die Orthogonalpunkte eines hyperbolischen 

Paraboloids liegen auf der Ebene z^- — ( ^ t> ~)) 

Ebene von Monge. Die Orthogonalpunkte bilden 
die Hyperbel 

Ist das Hyperboloid gleichseitig, so Hegt die 
Hyperbel in der Ebene k = und ist dasÄsymptoten- 
paar gyh„. Die Hyperbel selbst ist dann gleichseitig. 

Die Ebene der Orthogonalhyperbel ist für alle 
koaxialen Paraboloide konstant, nnd die Hyperbel be- 
hält ihre Bedeutung ond Lage auch ftlr die elliptischen 



k 



Paraboloide, nur geht sie in die imaginäre Ellipse - 
-(- 1^ -f I3 ^ Über. 

Jeder Punkt des Cylinders ^ — ^ + 1, — i^^ 

ist Centrum eines gleichseitig hyperbolischen 
Schnitts des hyperbolischen Paraboloids. Fttr 
die gleichseitige Fläche geht dieser Cylinder 
in den Äsymptotencylinder über. 

Der Cylinder bleibt für die homothetische 
Schar unverändert. 

Aufgabe 14. Ort der Orthogonalhyperbeln ftlr die 
homothetiselie Sehar. 
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Aufgabe 15. Ort dieser Hyperbeln für die konfokale 
'Seliar 



da für sie ^ = — (-^-~ö—~) = ~5~ i^^i /c^ 2z + x 
die Fläche dritten Grades, Orthogoualfläehe 
x = 0. 



1^ — 2a — z ^ la — 2z- 

Aufgabe 16. Was wird ans dieser Fläche, wenn das 
Paraboloid gleichseitig ? 

Aufgabe 17. Den Schnitt der Orthogonalfiäche mit 
einem bestimmten Gliede der Schar zn nntersnehen. 

Schaffen wir die Nenner weg und benennen 2 z -]- k 
mit Z, 80 findet man mühelos, wenn die Fläche dann f (xy t) 
genannt wird und die F^ </i(xy^ 

f-fp = (f.-9(x^ + y^-Sk + n), 
■wo n = — (1, — (i) Qa — fi) -\- K i}, -\- \ — (i) jst Also : 
1) der Schnitt ist wie a priori klar, die betreffende 
orthogonale Hyperbel, 2) geht doreh den Schnitt das 
Rotationsparaboloid x^'-j-y^ — tk-|-n = 0. 
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VIII. Abschnitt. 

Die Kul)atur der Flächen zweiten Grades. 

§ 30. Die Kubatur der centralen Fläche. 

Die Kubatur der F^ wird meist auf die Simpsonsolie, 
richtiger Newton-Cotessehe Regel gegründet. Die Ab- 
leitaag der Regel ist aber nicht einfacher ais die direkte Kubatur.. 

Wir zersehneiden die Körper durch Parallelschnitte zu 
einer Hauptebene in Schichten, die, wenn die Schnitte hin- 
länglich dicht aufeinander folgen, als Cylinder betrachtet 
werden können. Sei die Fläche das Eilipsoid 

a* ' b^ ' e^ 
Die Grundfläche sei der Hauptsehnitt k = 0, parallel 
zu ihm legen wir den Schnitt z ^ h, teilen h in n gleiche 
Teile, legen durch die Teilpuiikte Parallelen zur z-Ebene, 
lassen n über jedes Mafs wachsen, dann weicht die Schicht 
von dem Cylinder, dessen Grundfläche der Schnitt und dessen 

Höhe — ist, nur um eine in Bezug auf die Schicht selbst 

verschwindend kleine Gröfse ab. Wir können also die 
Körperzone zwischen z = und z ^^ h als Summe der 
Cylindet ansehen. Die k-te Cylindersehicht hat zur Grund- 
fläche die Ellipse mit den Halbachsen a 1/ 1 s— s-i 

bl/l— ^^, ihr Inhalt ist also ab^r (l — -^-^) 
' e^n" ' \ c^n^ / 

und der Cylinder Cn^^abirll ^-^ 1 — und die Zone 

„ .*°^'h k^h^ , . / h* „k^\ 

i^o ^ c "1 ^ c"" n'' / 
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Die letzte Summe ist, wie ans der VolumbereelinDng 
der Pyramide in der elementaren Stereometrie bekannt, wenn 
n über jedes Mafs grofs ist, gleich |, also 



1) Z. = .b,,h(l-^) 



also: Für die Zone des Eilipsoida gilt dieselbe Formel 
wie für das Volumen der Kugelzone, abgesehen 
von der Verschiedenheit der Achsen. 

Ist h ^ e, 90 erhält man für das halbe EUipsoid | a b e ;i 
und für das ganze 

2) E = j a b c jr. 

Wie man beides auch hätte aus der affinen Verwandtschaft 
zwischen Kugel und EUipsoid unmittelbar herleiten können 
als Aufgabe 1. 

Aufgabe 2. Die Zone des einschaligen Hyperboloids 
zwischen der Kehlellipse and einer Parallelebene zu ihr im 
Abstände h. 

Dieselbe Methode gieht 



3) 



K^ + W> 



Aufgabe B. Das Stück des einsehaligen Hyperboloids 
zwischen Kehlellipse und eiaer Parallele im Abstände der 
Achse ist gleich dem EUipsoid mit denselben Achsen. 

Aufgabe 4. Für das zweischalige Hyperboloid die 
Kappe zwischen y = b und y = b -|- h zu berechnen, wenn 
seine Gleichung 

J1 — ^ — -^1 = 1. 
h* a^ c^ 

Der Schnitt in der Hohe b -\ ^ hat zum Inhalt 

' u 

/2hk , k^h=\ 

\ bn ' n-b- / 

und die Schicht ist — it, also 

und wenn h ^ b 

5) K = |abCfr 
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also auch die Kappe des Hyperboloids mit zwei Sehalea von,' 
der Höhe der positiven Achse ist gleich dem Ellipsoid, das. 
dem absoluten Betrage nach dieselben Achsen hat, 

Aufgate 5. Die Kappe des Ellipsoids zwischen j=h 
und y =^ h zu berechnen. 

Durch Snbtraktion des Halbellipsoids und der Zone er- 
hält man, wenn b — h =^ d gesetzt wird 

6) -^fi?^(3b-ä) = K. 

also dieselbe Formel wie für die Kugel und vom Hyper- 
boloid nur durch das Zeichen verschiedpu 

Aufgabe 7. TUf Fnnnfln m^ der gemninsamen Form 

>.^x^-|-.. = l ab/iilnt < 




"^ 



Aufgabe 8. Den Sektor de? Ellipsoids, begrenzt von 
der Fläche der Kappe und den Vektoren vom Centrum nach den 
Punkten der die Kappe absehneidenden Ellipse, zu berechnen. 

Er besteht aus dem Kegel mit der Höhe h, der auf der 
Ellipse steht, und der Kappe, ist also |hg-|-Ke = -thg 
+ ^ E — Zi, also 

7) Se = -|abrtd, 

wenn d die Dicke der Kappe. Für die Kugel ist die ent- 
sprechende Formel von Arehimedes | a , a re d. Beide Formeln 
werden identisch, wenn man die Fläche f des zur Kappe 
gehörigen Hauptsehnitts einführt, nämlich 

8) Se -- I f d. 
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G. J. Göschen'sche Verlagshandliing in Leipzig. 



IDathemaiiscbe iD ussestuwacii. 



üeduldspieleii, Kunststücken • « s = 

t « • « und Untertialtunusaufgabet 

mathematischer Natur. 



UiVB^e Ausg. In 3 Bdo. & HL. 4.- t«bil. Klelo« iuBg. EBbd. >ik. ä.-. 

Wie schon <l=c Titel sagt, handelt es sieb hier um kein streng nHsaeil- 
seliaftliclies Werk, sDudem um ein Buch, in dem der Verfassef allcrltand Ge- 
danken ibtr Dinge niedergelegt hat, die mit der Mathematik iu Bedlhtiing 
ateheü und mit denen sich jeder Gebildete oft und gern in seinen Mussesniiiden 

unterhaltende Plaudereien über alie utögliebeu Probleme und Kunststficke, die 
in einer auch dem Laien leicht fasslicheo Form vorgeführt, erklärt und ergSinn 



Z\\^ölf Geduldspiele 

für Nichtmalliematiker 

zum Zwecke derünterliallung historisch u, Icrltiseli beleuclitet. 

Dr. Hermann Schultert, 

Originell fcaTMnniei't Uk. 3 — , 

— Neue Ausgabe. ~ 

lu einigen dieser Spiele durfte Jeder Leser alte Bekannte wiedereikenLe.i, 
die llun arges Kopfzerbrechen gemacht haben. Kinderleicht ivird indessen die 
Arbeit, wenn man den Weisungen des Vecfassei-s folgt. Derselbe begnügt sich 
übrigens nicht mit der Schilderung der Spiele imd der Enthüllung ihre, Ge- 
heimnisse, sondern erteilt (ugleici. sehr anziehende knlturgescbichrliche 

Der Name des Verfassers bürgt für einen gediegenen Inhalt, nnd somit 
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